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Abstract
We study the properties of sets Σ which are the solutions of the maximal distance minimizer problem,
id est of sets having the minimal length (one-dimensional Hausdorff measure) over the class of closed
connected sets Σ ⊂ R2 satisfying the inequality maxy∈M dist (y,Σ) ≤ r for a given compact set M ⊂ R2
and some given r > 0. Such sets play the role of the shortest possible pipelines arriving at a distance at
most r to every point of M , where M is the set of customers of the pipeline.
In this work it is proved that each maximal distance minimizer is a union of finite number of curves,
having one-sided tangent lines at each point. Moreover the angle between these lines at each point of a
maximal distance minimizer is greater or equal to 2pi/3. It shows that a maximal distance minimizer is
isotopic to a finite Steiner tree even for a “bad” compactM , which differs it from a solution of the Steiner
problem (an example of a Steiner tree with an infinite number of branching points can be find in [10]).
Also we classify the behavior of a minimizer in a neighbourhood of any point of Σ.
In fact, all the results are proved for more general class of local minimizer, i. e. sets which are optimal
in any neighbourhood of its arbitrary point.
Аннотация
Мы изучаем свойства множества Σ, являющегося решением задачи о минимизации длины для
произвольных компакта M ⊂ R2 и числа r > 0, ограничивающего максимальное расстояние от
искомого множества доM . Иначе говоря, искомое множество Σ имеет минимальную длину в классе
замкнутых связных множеств Σ′, таких что M содержится в замыкании r-окрестности Σ′
В настоящей работе доказано, что любой минимайзер максимального расстояния является объ-
единением конечного числа дуг (инъективных образов отрезков). При этом угол между любыми
двумя касательными лучами в произвольной точке минимайзера больше или равен 2pi/3.
Доказаны также ряд геометрических и топологических свойств минимайзера.
Все утверждения доказаны даже для более широкого, чем минимайзеры, класса локальных
минимайзеров.
1 Введение
Для заданного компактного множества M ⊂ R2 рассмотрим функционал максимального расстояния
FM (Σ) := max
y∈M
dist (y,Σ),
где Σ является замкнутым подмножеством R2, а dist (y,Σ) означает евклидово расстояние между y и
Σ. Значение FM (Σ) мы будем также называть энергией множества Σ.
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Рассмотрим класс замкнутых связных множеств Σ ⊂ R2 таких, что FM (Σ) ≤ r для заданного r > 0.
Нас интересуют свойства множеств, обладающих минимальной длиной (линейной мерой Хаусдорфа)
H1(Σ) среди множеств этого класса. В дальнейшем такие множества мы будем называть минимайзе-
рами.
Несложно понять, что для каждого числа r > 0 множество минимайзеров непусто. Известно так-
же, что для любого минимайзера ненулевой длины будет выполняться равенство FM (Σ) = r. Также
множество минимайзеров совпадает с множеством решений для соответствующей двойственной за-
дачи: минимизировать FM среди всех компактных связных множеств Σ ⊂ R2 с заранее заданным
ограничением на длину H1(Σ) ≤ l. Поэтому искомые множества также называют минимайзерами мак-
симального расстояния. Строгие формулировки и доказательства этих утверждений (и их n-мерных
аналогов) можно найти в статье [7].
Пусть далее Br(x) означает открытый шар с центром в точке x и радиусом r. В свою очередь,
Br(M) обозначает открытую r-окрестность множества M :
Br(M) :=
⋃
x∈M
Br(x).
Несложно заметить, что множество Σ ограничено (и, значит, компактно), поскольку Σ ⊂ Br(convM),
где convM означает выпуклую оболочку множества M .
Определение 1.1. Точка x ∈ Σ называется энергетической, если для произвольного ρ > 0 выполня-
ется
FM (Σ \Bρ(x)) > FM (Σ).
Обозначим множество всех энергетических точек Σ через GΣ.
Любой минимайзер Σ разбивается на три непересекающихся множества:
Σ = EΣ unionsqXΣ unionsq SΣ,
где XΣ ⊂ GΣ — множество изолированных энергетических точек (то есть произвольная точка x ∈ XΣ
является энергетической, при этом для нее найдется такое ρ > 0, что Bρ(x)∩GΣ = {x}), а EΣ = GΣ\XΣ
обозначает множество неизолированных энергетических точек (см [7]). Множество неэнергетических
точек SΣ := Σ \GΣ называют штейнеровской частью Σ. Несложно заметить, что предел любой беско-
нечной последовательности энергетических точек лежит в множестве EΣ.
В работах [7] (для n = 2) и [8] (для общего случая) доказаны следующие базовые свойства мини-
майзеров:
(а) Минимайзеры не могут содержать циклы (то есть гомеоморфные образы окружности).
(б) Для любой энергетической точки x ∈ GΣ найдется такая точка y ∈ M , что |x − y| = r и Br(y) ∩
Σ = ∅. Иногда мы будем называть такую точки y соответствующей точке x и обозначать y(x).
Соответствующая точка не единственна.
(в) Множество неизолированных энергетических точек EΣ является компактным множеством, уда-
ленным от множества M на r в следующем смысле: для любой точки x ∈ EΣ найдется такая
точка y ∈M , что |x−y| = r, Br(y)∩Σ = ∅ и существует последовательность точек yk → y, yk 6= y,
yk ∈M такая, что
lim
k→∞
< y − x, yk − y >
|yk − y| = 0.
(г) Для любой неэнергетической точки x ∈ SΣ найдется такое ε > 0, что Σ ∩ Bε(x) является либо
отрезком, либо правильной треногой, то есть объединением трех отрезков с общим концом в точке
x и попарными углами 2pi/3.
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(д) Множества GΣ и EΣ компактны, а SΣ относительно открыто в Σ.
Также, поскольку Σ является замкнутым связным множеством с конечной мерой Хаусдорфа, верен
следующий факт:
(е) У H1-почти всех точек множества Σ существует касательная прямая.
(ж) Множество Σ регулярно по Альфорсу (см. [8], Теорема 6.4): множество Σ называется регулярным
по Альфорсу, если существуют такие константы c > 0 и C > 0 такие, что для произвольного числа
ρ < diam Σ и для произвольной точки x ∈ Σ выполняется
cρ ≤ H1(Σ ∩Bρ(x)) ≤ Cρ.
Главный результат этой статьи сформулирован в Теореме 3.2 о регулярности минимайзера: пусть
Σ — минимайзер максимального расстояния для плоского компактного множества M . Тогда
(i) множество Σ является объединением конечного числа инъективных кривых;
(ii) угол между любыми двумя касательными лучами в произвольной точке x ∈ Σ не меньше 2pi/3.
Из Теоремы 3.2 следует, что минимайзеры максимального расстояния всегда содержат конечное
число точек ветвления. Отметим, что для задачи Штейнера это неверно, пример можно найти в рабо-
те [10].
Следует также упомянуть задачу о минимизации функционала среднего расстояния (подробнее об
этой задаче написано в обзоре [6] и [5]). Минимайзеры максимального и среднего расстояния обладают
рядом схожих геометрических и топологических свойств (см [8]). Конечность числа точек ветвления у
минимайзеров среднего расстояния была доказана в работе [1].
Оставшаяся часть статьи устроена следующим образом. Параграф 1.1 содержит постановку за-
дачи Штейнера и некоторые технические утверждения о штейнеровских деревьях; в главе 2 вводят-
ся используемые обозначения, базовые определения и элементарные утверждения; глава 3 содержит
формулировку и доказательство главного результата, причем доказательство ряда технических утвер-
ждений вынесено в параграф 3.3, а в главе 4 сформулированы некоторые геометрические свойства
минимайзеров, которые были доказаны в данной работе, но не вошли в главу 3.
1.1 Задача Штейнера
Пусть дано множество точек C := {A1, . . . , An} ⊂ R. Тогда самое короткое соединяющее их множество
S ⊂ R будет называться деревом Штейнера. Известно, что множество S существует (хотя и не един-
ственно) и является объединением конечного набора отрезков. Таким образом, можно отождествить
S с плоским графом, множество вершин которого содержит C, а ребра — прямолинейны. Этот граф
связен и не содержит циклов, поэтому множество S называется деревом Штейнера. Известно, что
вершины этого графа не могут иметь степень, большую 3. При этом степенью 1 и 2 могут обладать
только вершины Ai, остальные вершины имеют степени 3 и называются штейнеровскими точками (или
точками ветвления). Тогда количество штейнеровских вершин не превосходит n − 2. Попарные углы
между ребрами, входящими в произвольную вершину составляют не менее 2pi/3. Таким образом, в
штейнеровскую точку входят три ребра с попарными углами 2pi/3. Если все вершины Ai имеют сте-
пень 1, то число штейнеровских точек составляет n− 2 (обратное тоже верно) и S называется полным
деревом Штейнера. Множество, каждая компонента связности которого является (полным) деревом
Штейнера, называется (полным) штейнеровским лесом.
Для заданного множества из трех точек C = {A1, A2, A3} дерево Штейнера единственно и является
• объединением двух отрезков [AkAl] ∪ [AlAm], если ∠AkAlAm ≥ 2pi/3 или
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• объединением трех отрезков [A1F ] ∪ [A2F ] ∪ [A3F ] иначе, где F — (единственная) такая точка,
что ∠AsFAt = 2pi/3 для произвольных {s, t} ⊂ {1, 2, 3},
где угол ∠AkAlAm — максимальный угол треугольника 4A1A2A3, а {k, l,m} = {1, 2, 3}. Доказатель-
ство перечисленных свойств штейнеровских деревьев и другую интересную информацию о них можно
найти в книге [3] и в работе [2].
Задачу можно ставить и в более общем виде: пусть множество C является компактным подмно-
жеством метрического пространства, а искомое множество S имеет минимальную длину (линейную
меру Хаусдорфа) среди всех таких множеств S′, что S′ ∪C связно. В таком случае множество S¯ будет
называться решением задачи Штейнера и обладать рядом свойств. В частности, известно, что S су-
ществует, S¯ не содержит циклов, а S \ C является не более чем счетным объединением геодезических
кривых метрического пространства. Более подробно см. [9].
Наконец, локальным штейнеровским лесом (деревом) будем называть такое (связное) компактное
множество S, что для произвольной точки x ∈ Relint (S \C) (где Relint означает относительную внут-
ренность множества) существует такая окрестность U 3 x, что S ∩ U совпадает со штейнеровским
деревом, соединяющим точки S ∩ ∂U . Локальное штейнеровское дерево обладает следующими свой-
ствами штейнеровского дерева: состоит из счетного набора отрезков геодезических, т.е. в случае ев-
клидовой плоскости — из отрезков, причем углы между отрезками, входящими в произвольную точку
S, составляют хотя бы 2pi/3.
Утверждение 1.2. Пусть A, B и C — три различные точки плоскости такие, что все углы тре-
угольника 4ABC строго меньше 2pi/3, а длины сторон AB и BC равны ε. Тогда 2ε−H1(St(A,B,C)) =
dε, где St(A,B,C) — дерево Штейнера для множества {A,B,C}, углы 4ABC фиксированы, а d < 2
— константа, зависящая только от углов треугольника 4ABC.
Определение 1.3. Определим “розу ветров” как шесть лучей из начала координат, с углом pi/3
между любыми двумя соседними, снабженные весами (вещественными числами), которые обладают
следующим свойством: вес на каждом луче является суммой весов соседних с ним лучей. (Из этого,
в частности следует, что веса на противоположных (образующих прямую) лучах в сумме дают
ноль.)
Пример приведен на рисунке 6. Похожая конструкция, но из физических соображений, была по-
строена в работе [2].
Замечание 1.4. Полное штейнеровское дерево состоит из отрезков, принадлежащих трем прямым
с попарными углами pi/3. Пусть St — произвольное полное штейнеровское дерево. Возьмем произволь-
ную розу ветров, состоящую из лучей тех же направлений, что и отрезки St, и присвоим каждой
концевой вершине St вес луча зафиксированной розы ветров, сонаправленного с отрезком, входящим
в эту вершину. Тогда сумма чисел по всем вершинам St будет нулем.
Замечание 1.5. Замечание 1.4 верно и для локального штейнеровского дерева, а также для пол-
ного штейнеровского леса и локального штейнеровского леса (в случае лесов может потребоваться
несколько роз ветров, в соответствии с которыми присваиваются веса).
Лемма 1.6. Пусть S — полный штейнеровский лес (то есть каждая компонента связности S явля-
ется полным штейнеровским деревом), а l — произвольная прямая такая, что никакая компонента
связности S не лежит в l. Тогда
](∂S ∩ l) ≤ 2](∂S \ l),
где ∂S означает множество вершин графа.
Следствие 1.7. Пусть T — полное (то есть не имеющее вершин степени 2) штейнеровское дерево,
l — произвольная прямая такая, что T 6⊂ l. Тогда
](∂T ∩ l) ≤ 2](∂T \ l).
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Доказательство Леммы 1.6: Пусть S имеет конечное число вершин. Пусть l+, l− — открытые полу-
плоскости ограниченные l. Несложно заметить, что достаточно отдельно доказать неравенства для
S ∩ l+, S ∩ l−. Более того, достаточно доказать утверждение для компоненты связности. Таким обра-
зом будем доказывать утверждение для замыкания произвольного штейнеровского дерева, лежащего
в открытой полуплоскости, ограниченной l. Поместим центр розы ветров в ту же открытую полу-
плоскость, выберем розу ветров такую, что положительным весом обладают все те и только те лучи,
которые пересекают l: очевидно, такая роза ветров существует, поскольку l пересекают 2 или 3 под-
ряд идущих луча. В первом случае снабдим их весами 1, 2, 1, во втором 1, 1. Тогда остальные лучи
будут иметь веса −1,−2,−1 или 0,−1,−1, 0. Присвоим концевым вершинам веса аналогично тому, как
это делалось в Замечании 1.4. Тогда сумма по концевым точкам, принадлежащим l, составляет хотя
бы ](S ∩ l). Поскольку ввиду Замечания 1.4 сумма по всем концевым точкам должна быть нулевой,
концевых точек, не принадлежащих l, должно быть хотя бы ](S∩l)2 .
Пусть S имеет бесконечное число вершин. Предположим противное утверждению леммы, то есть
что ](S ∩ l) = ∞, а ](∂S \ l), наоборот, конечно. Чтобы утверждение имело смысл, будем полагать
что длина S конечна и S содержится в компакте. Достаточно доказать утверждение для каждой из
полуплоскостей l+ и l−. Не умаляя общности найдется такая компонента связности S ∩ l+, что её
замыкание T имеет бесконечное число вершин на l. Пусть l′ параллельна l и содержится в l+. Будем
двигать прямую l′ внутрь этой полуплоскости, параллельно l, и обозначать за S(l′) штейнеровский лес,
являющийся пересечением T и полуплоскости, ограниченной l′ и не содержащей l. Несложно заметить,
что для любого, сколь угодно большого N , найдется такое l0, что N < ](l0 ∩T ) <∞. Выберем такое l0
для N = 3](∂S \ l). Противоречие с уже доказанным утверждением для S(l0).
2 Обозначения и определения
Для данного множества X мы используем обозначения X, Int (X) и ∂X для его замыкания, внутрен-
ности и его топологической границы, соответственно.
Для данных точек B, C мы используем обозначения [BC], ]BC] и ]BC[ для замкнутого, полуот-
крытого и открытого отрезка с концами в точках B и C, соответственно; мы обозначаем [BC) и (BC)
луч и прямую, проходящие через точки B, C. Угол между лучами, если не оговорено обратное, будем
считать не превосходящим pi, что определяет его величину однозначно.
Для (обычно конечного) множества M количество элементов множества будем обозначать ]M .
Определение 2.1. Будем говорить, что порядок точки x в множестве Σ равен n (и писать ord xΣ =
n), если существует такое ε0 = ε0(x) > 0, что для любого открытого множества U такого, что
x ∈ U и diamU < ε0 мощность пересечения ](∂U ∩ Σ) не меньше n, и для любого ε < ε0 найдется
открытое множество V 3 x, такое что diamV < ε и ](∂V ∩ Σ) = n.
Заметим, что ввиду связности Σ для любой точки x ∈ Σ порядок ord xΣ > 0 (если Σ содержит
больше одной точки).
Определение 2.2. Будем говорить, что ordball xΣ = n (круговой порядок ordball xΣ точки x в мно-
жестве Σ равен n), если существует такое ε0 > 0, что для любого δ < ε0 выполняется ](∂Bδ(x) ∩
Σ) ≥ n и для любого ε < ε0 найдется такое η < ε, что ](∂Bη(x) ∩ Σ) = n.
Замечание 2.3. Выполняется ordball xΣ ≥ ord xΣ.
Доказательство. Предположим противное:
k := ordball xΣ < n := ord xΣ.
В таком случае, ввиду определения ord ,
∃ε0 : ∀U : diamU < ε0](∂U ∩ Σ) ≥ n
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Но тогда для любого δ < ε02 выполняется
](∂Bδ(x) ∩ Σ) ≥ n
С другой стороны, ввиду определения ordball , найдется такой δ0 < ε0/2, что
](∂Bδ0(x) ∩ Σ) = k < n.
Противоречие.
Определение 2.4. Будем называть дугой ˘[ax] ⊂ Σ непрерывный инъективный образ отрезка [0, 1].
Также нам будут нужны полуоткрытые и открытые дуги ˘]ax], ˘]ax[ — инъективные образы, соот-
ветственно, интервалов ]ax] и ]ax[.
Определение 2.5. Пусть x ∈ Σ. Будем говорить, что луч (ax] является касательным лучом мно-
жества Σ в вершине x, если существует последовательность точек xk ∈ Σ таких, что xk → x и
∠xkxa→ 0. Иногда вместо сходимости углов нам будет удобнее писать сходимость лучей: (xkx]→
(ax].
Определение 2.6. Пусть x ∈ Σ. Будем говорить, что луч (ax] является энергетическим лучом
(либо ребром) множества Σ в вершине x, если существует последовательность энергетических то-
чек xk ∈ GΣ таких, что xk → x и ∠xkxa → 0. Иногда вместо сходимости углов нам будет удобнее
писать сходимость лучей: (xkx]→ (ax].
Замечание 2.7. Точка x ∈ Σ принадлежит непрерывному энергетическому множеству тогда и
только тогда, когда у нее есть энергетическое ребро.
Замечание 2.8. Энергетческое ребро (ax] является касательным лучом Σ.
Замечание 2.9. Пусть x ∈ EΣ и пусть {xk} ⊂ GΣ, xk → x. Ввиду базового свойста (б), каж-
дой энергетической точке xk соответствует (хотя бы одна) точка yk = y(xk) ∈ M Рассмотрим
произвольную точку сгущения y множества {yk}. Тогда верны следующие утверждения:
1. Пересечение Br(y) ∩ Σ = ∅. Точка y принадлежит M и соответствует точке x.
2. Пусть (zx) такая прямая, что (zx) ⊥ (xy). Тогда она содержит энергетический луч точки x.
3. Определим ориентацию энергетического ребра (zx] (по или против часовой стрелки) так, чтобы
угол в этом направлении от (zx] к (yx] составлял pi/2. Тогда угол в этом направлении между
(zx] и другим энергетическим ребром точки x больше либо равен pi.
4. Точка x ∈ EΣ имеет одно или два энергетических ребра.
5. Одно ребро может обладать ориентацией в два направления (в этом случае будем говорить,
что ребро “направлено в обе стороны”), если существуют две различные точки сгущения по-
следовательности yk. В таком случае, если существует второе ребро, то угол между ребрами
равен pi.
Определение 2.10. Мы называем прямую (ax) касательной прямой к множеству Σ в точке x, если
для любой последовательности точек xk ∈ Σ таких, что xk → x, выполняется ∠((xkx)(ax))→ 0.
Определение 2.11. Мы называем луч (ax] односторонней касательной к множеству Σ в точке x,
если для любой последовательности точек xk ∈ Σ таких, что xk → x, выполняется ∠xkxa→ 0.
Определение 2.12. Будем говорить, что функция f(ρ) = oρ(1) тогда и только тогда, когда f(ρ)→ 0
при ρ→ 0.
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Определение 2.13. Для заданного луча (ax] и числа ρ > 0 будем называть множеством псевдоко-
нусов Qa,xρ множество, элементами которого являются такие замкнутые односвязные множества,
что ∀Q ∈ Qa,xρ выполняются следующие утверждения:
• Q ⊂ Bρ(x);
• (ax] ∩Bρ(x) ⊂ Q;
• для любой точки z ∈ ∂Q \ ∂Bρ(x) верно [zx] ∩ Int (Q) = ∅;
• для произвольной последовательности точек zk ∈ Q, таких, что zk → x выполняется ∠zkxa→
0. Луч (ax] будем называть осью псевдоконуса Q.
Замечание 2.14. Пусть x ∈ EΣ имеет энергетическое ребро, направленное в обе стороны. Тогда
1. Выполняется Σ ∩ (Br(y1) ∪Br(y2)) = ∅, где |y1x| = |y2x| = r, x ∈ [y1y2] и (ix) ⊥ (y1y2).
2. В этом случае существует псевдоконус Q ∈ Qa,xε , содержащийся внутри множества
Q ⊂ Bε(x) \Br(y1) \Br(y2).
Например, подходит Q, совпадающий с замыканием одной из компонент связности Bε(x) \
Br(y1) \Br(y2) \ {x}, где |y1x| = |y2x| = r, x ∈ [y1y2] и (ix) ⊥ (y1y2).
3. Касательных лучей у множества Σ в точке x один или два. Если их два, то угол между ними
составляет pi. Таким образом, в любом случае Σ имеет касательную в точке x.
4. Если Σ (или компонента связности Σ \ x) имеет в точке x кривизну, то она по модулю не
превосходит 1/r.
Лемма 2.15. 1. Пусть множество W имеет в точке x одностороннюю касательную (ax]. Тогда
найдется такое ε > 0 и такой псевдоконус Q ∈ Qa,xε , что W ∩Bε(x) ⊂ Q. При этом W ∩ ∂Q) ⊂
∂Bε(x).
2. Пусть x имеет ровно одно энергетическое ребро (ax]. Тогда найдется такое ε > 0 и такой
псевдоконус Q ∈ Qa,xε , что GΣ ∩Bε(x) ⊂ Q.
3. Пусть x имеет энергетические ребра (ax] и (bx]. Тогда найдется такое ε > 0 и такие псевдо-
конусы Qa ∈ Qa,xε и Qb ∈ Qb,xε , что (GΣ ∩Bε(x)) ⊂ Qa ∪Qb.
4. Для любого ρ > 0 и для любой x ∈ EΣ, найдется такое β(ρ) > 0, что все энергетические точки
из шара Bρ(x) лежат в углу с раствором β(ρ) и с каким-то энергетическим ребром с концом в
x в качестве биссектрисы. Причем β = oρ(1).
Доказательство. Доказательство пункта 1. Ввиду наличия односторонней касательной, существует
монотонно убывающая последовательность rk → 0 и нестрого убывающая последовательность sk → 0
такие, что
∀z ∈ Bρk(x) ∩W выполняется ∠zxa < sk.
Обозначим
Q(ρ, s, x, a) := {z | |zx| ≤ ρ,∠zxa ≤ s}.
Тогда множество
∞⋃
k=1
(
Q(ρk, sk, x, a) \Bρk+1(x)
)
является элементом множества Qa,xρ1 . Доказательства пунктов 2 и 3 аналогичны и следуют из опреде-
ления энергетического ребра. Пункт 4 следует из пунктов 2 и 3 и свойств псевдоконусов.
7
Определение 2.16. В обозначениях п. 3 Леммы 2.15 найдутся такие Qi ∈ Qi,xε (i = a, b), что
GΣ ∩ Bε ⊂ (Qa ∪ Qb) и Qa ∩ Qb = {x}. Будем говорить, что энергетическая точка x¯ ∈ Bε(x) ∩ GΣ
является энергетической точкой ребра (ix] если она принадлежит Qi. Энергетическое ребро (ix]
будем в этом случае называть ближайшим к x¯ ребром x.
Лемма 2.17. Пусть пересечение компоненты связности Σ \ {x} с шаром Bρ(x) не содержит точек
ветвления, то есть является дугой. Обозначим её ˘[sx[. Пусть ˘[sx[ содержит бесконечное количество
энергетических точек ребра (ix] и не содержит энергетических точек другого ребра, если оно есть.
Тогда найдется такой псевдоконус Q′ ∈ Qi,xρ , что ˘[sx] ⊂ Q′.
Доказательство. Пусть инъективная функция f : [0; 1]→ R2 параметризует ˘[sx]. Несложно заметить,
что множество ˘[sx] ∩GΣ содержится в псевдоконусе Q ∈ Qi,xρ следующего вида
Q :=
∞⋃
k=1
(
Q(ρk, sk, x, a) \Bρk+1(x)
)
для некоторых сходящихся к нулю монотонных последовательностей неотрицательных чисел {sk} и
{ρk}, где ρ1 = ρ. Будем считать выбранные последовательности минимальными по включению. Пусть
точки c, d ∈ [0; 1] такие, что f([c, d]) ∩ GΣ = f(c) ∪ f(d). Тогда, ввиду отсутствия на дуге ˘[sx] точек
ветвления, выполняется f([c, d]) = [f(c), f(d)]. В таком случае, если f(c) ∈ Q(ρk−1, sk−1, x, i) \ Bρk(x),
f(d) ∈ Q(ρk, sk, x, i) \Bρk+1(x), то выполняется [f(c); f(d)] ⊂ Q(ρk−1, sk−1, x, a) \Bρk+1(x). А значит,
˘[sx] = f([0; 1]) ⊂ Q′ :=
∞⋃
k=1
(
Q(ρk, sk, x, i) \Bρk+2(x)
)
.
3 Основные результаты
Поскольку множество Σ имеет конечную длину, оно обладает свойством локальной (дугообразной)
связности (см. [4]). А значит, выполняется следующая лемма:
Лемма 3.1. Пусть x ∈ Σ такая, что ord xΣ = n, тогда для достаточно малого ε = ε(x) > 0 верно,
что множество Σ ∩Bε(x) содержит n дуг, пересекающихся только по точке x.
В настоящей работе (Теорема 3.2) доказано, что Σ ∩ Bε(x) не только содержит эти дуги, но и
совпадает с их объединением.
Итак, главный результат данной работы.
3.1 Основная теорема
Теорема 3.2. Пусть Σ — минимайзер максимального расстояния для плоского компактного мно-
жества M . Тогда
(i) множество Σ является объединением конечного числа инъективных кривых;
(ii) угол между любыми двумя касательными лучами в произвольной точке x ∈ Σ не меньше 2pi/3;
(iii) касательных лучей в точке x ∈ Σ не более трех. Если их три, то в некоторой окрестности
точки x инъективные кривые являются прямолинейными отрезками (с попарными углами,
равными 2pi/3).
8
Доказательство. Пусть U 3 x такая область (достаточно малого диаметра), что
](∂U ∩ Σ) = ord xΣ.
И пусть Σ′ — замыкание компоненты связности Σ ∩ U \ {x}. Таких компонент, ввиду следствия 3.7,
не более трех. Не умаляя общности можно считать диаметр области настолько малым, чтобы любая
компонента Σ′ либо не содержит энергетических точек, либо содержит бесконечное количество. Ясно,
что при этом в обоих случаях Σ′ содержит точку x и ровно одну точку, лежащую на ∂U .
Пусть Σ′ не содержит энергетических точек. В таком случае Σ′ является отрезком, соединяющим
x и какую-то точку ∂U (поскольку концевые точки, кроме точек x и точки ∂U должны быть энергети-
ческими, то есть отсутствуют, а значит нет и точек ветвления, поскольку их количество на 2 меньше,
чем количество концевых точек).
Пусть Σ′ содержит бесконечное количество энергетических точек. Тогда, ввиду леммы 3.13 можно
считать, что все эти точки являются энергетическими точками одного и того же ребра. В таком случае,
ввиду п.2 леммы 3.11, Σ′ является дугой, содержащейся в псевдоконусе с энергетическим ребром в
качестве оси (возможно U потребовалось заменить на меньшую область).
То есть каждая компонента связности Σ ∩ U \ {x} имеет касательную в точке x, при этом, ввиду
Леммы 3.3, угол между двумя касательными Σ в точке x составляет не менее 2pi/3. Тогда если x —
энергетическая, компонент связности не более двух (см замечание 2.14 п. 3). Итого, ввиду написанного
выше и базового свойства минимайзеров (г), множество Σ ∩ U является одним из трех множеств:
• Объединением трех отрезков с попарными углами 2pi/3 в точке x. Каждый из отрезков соединяет
x и ∂U .
• Объединением двух дуг (каждая из дуг соединяет x и ∂U и имеет в точке x касательную) с углом,
не меньшим 2pi/3 между касательными в x.
• Дугой, соединяющей x и ∂U , с касательной в точке x.
Ввиду компактности Σ утверждение теоремы доказано.
Перейдем к леммам и утверждениям, использованным в доказательстве теоремы.
3.2 Важные леммы
Лемма 3.3. Пусть две компоненты связности Σ\{x} имеют в x односторонние касательные. Тогда
угол между этими односторонними касательными составляет хотя бы 2pi/3 (в том числе они не
могут совпадать).
Доказательство. Для доказательства данной Леммы нам потребуется три утверждения:
1. Для данного r и произвольного отрезка [uv] достаточно маленькой длины ε существует множество
Suv такое, что |H1(Suv)| = o(ε) и Br([uv]) ⊂ Br(Suv). При этом Suv = Su ∪ Sv, где w ∈ Sw, Sw
связно при w ∈ {u, v} (cм рис 1).
Доказательство. Пусть C — точка, равноудаленная от u и v и находящаяся на расстоянии r от
прямой (uv). И пусть Cu такая точка, что Cu ∈ [uC] и |CuC| = r. Пусть аналогично Cv — такая
точка, что Cv ∈ [vC] и |CvC| = r. Кроме того пусть точки C−u и C−v — симметричные отражения
точек Cu и Cv относительно (uv).
В таком случае определим множество Su := [uCu] ∪ [uC−u ] и Sv := [vCv] ∪ [vC−v ].
2. Для псевдоконуса Q ∈ Qa,xε существует множество SQ такое, что |H1(SQ)| = o(ε) и Br(Q) ⊂
Br(SQ). При этом SQ = S1∪S2, где S1 ⊃ (∂Q∩∂Bε(x)), x ∈ S2, Si связно при i ∈ {1, 2} (см рис 2).
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Рис. 1: Построение множества Suv.
Доказательство. Пусть T1, T2 ∈ ∂Bε(x) такие, что ∠T1xa = maxz∈Q∠zxa, а T2 симметрична T1
относительно (ax). И пусть ˘T1T2 — меньшая дуга ∂Bε(x). Тогда, поскольку Q лежит в фигуре,
ограниченной ˘T1T2 ∪ [T1x] ∪ [T2x], выполняется
Br(Q) ⊂ Br( ˘T1T2 ∪ [T1x] ∪ [T2x]).
Несложно убедиться, что
SQ := ˘T1T2 ∪ ST1x ∪ ST2x
удовлетворяет всем требованиям.
3. Для псевдоконуса Q ∈ Qa,xε существует множество TQ такое, что T связно, |H1(TQ)| = ε+ o(ε) и
Br(Q) ⊂ Br(SQ). При этом T ⊃ ((∂Q ∩ ∂Bε(x)) ∪ {x}) (см рис 2).
Доказательство. В обозначениях предыдущего пункта пусть Z := (ax] ∩ ∂Bε(x). Тогда
TQ := SQ ∪ [Zx].
Ввиду леммы 2.15 п. 1 найдется такой ε0 > 0, что для произвольного ε < ε0 внутри шара Bε(x)
каждая из компонент лежит во внутренности псевдоконуса с односторонней касательной в качестве
оси.
Обозначим замыкания пересечений компонент связности с Bε(x), за W1 и W2. Ввиду неравенства
коплощади
H1(Wi) ≥ ε
при i = {1, 2}.
Предположим, что компоненты связности имеют общую одностороннюю касательную (ax]. Тогда
ввиду п. 1 леммы 2.15 для W = W1 ∪W2 найдется содержащий их псевдоконус Q ∈ Qa,xε такой, что
∂Q ∩ (W1 ∪W2) ⊂ ∂Bε(x).
Тогда множество
Σ \ (W1 ∪W2) ∪ TQ
является связным, имея при этом меньшую длину и не большую энергию, чем Σ. Противоречие с
предположением о том, что две компоненты связности могут иметь одинаковую одностороннюю каса-
тельную.
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Рис. 2: Построение SQ, TQ.
Покажем теперь, что угол между односторонними касательными составляет хотя бы 2pi/3. Пред-
положим противное, то есть что угол между односторонними касательными (ax] и (bx] строго меньше
2pi/3.
Обозначим A := (ax] ∩ ∂Bε(x) и B := (bx] ∩ ∂Bε(x). Тогда множество
Σ \ (W1 ∪W2) ∪ SQa ∪ SQb ∪ St(A,B, x)
является связным, имея при этом меньшую длину и не большую энергию, чем Σ. Противоречие.
Замечание 3.4. В лемме 3.3 показано, что если множествоW , являющееся компонентой связности
Σ \ x, имеет одностороннюю касательную (ax], то для достаточно малого ε выполняется H1(W ∩
Bε(x)) = ε + o(ε), поскольку в противном случае множество Σ \ (Bε(x) ∩W ) ∪ TQ (для некоторого,
содержащего Bε(x) ∩W , псевдоконуса Q ∈ Qa,xε ) является связным и обладает меньшей длиной и не
большей энергией, чем Σ.
Утверждение 3.5. Для произвольной точки x ∈ SΣ unionsq XΣ существует такое ε = ε(x) > 0, что
Σ ∩Bε(x) состоит из ord xΣ отрезков с концами в x, попарные углы между которыми составляют
хотя бы 2pi/3. При этом в случае x ∈ SΣ множество Bε(x) ∩ Σ является отрезком или правильной
треногой с центром в x, а в случае x ∈ XΣ — отрезком с концом в x, либо объединением двух отрезков
с концами в x и углом, не меньшим 2pi/3, между ними.
Доказательство. Несложно заметить, что для произвольной точки x ∈ Σ выполняется неравенство
ordball xΣ ≤ 6. Действительно, пусть ε > 0 достаточно мало. Тогда предположение ordball xΣ > 6 влек-
ло бы, ввиду неравенства коплощади, H1(Σ∩Bε(x)) ≥ 7ε. Но тогда множество Σ′ := Σ\Bε(x)∪∂Bε(x)
является связным, обладает строго меньшей длиной и не большей энергией, чем Σ, а это противоречит
оптимальности Σ.
Пусть теперь x ∈ SΣ unionsq XΣ и ε > 0 такое, что Σ ∩ Bε(x) \ {x} ⊂ SΣ. Таким образом, существует
бесконечная монотонно убывающая последовательность εi → 0 такая, что ](∂Bεi(x) ∩ Σ) ≤ 6 для
каждого i. Не умаляя общности, пусть ε1 < ε. Для номеров l > k рассмотрим множество
Σk,l := Σ ∩Bεk(x) \Bεl(x).
Заметим, что Σk,l ⊂ SΣ и, значит, число точек ветвления в множестве Σk,l не превосходит ]((∂Bεl ∪
∂Bεk) ∩ Σ) − 2 ≤ 10 для любого, сколь угодно большого l. Таким образом ясно, что число точек
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ветвления в множестве Bεk(x)∩Σ не превосходит 11, а само множество Σ∩Bεk(x) состоит из конечного
числа отрезков. Тогда найдется такой номер m > k, что Σ ∩ Bεm(x) не содержит точек ветвления и
максимальных отрезков, не содержащих x. Тогда, ввиду Леммы 3.3, Σ∩Bεm(x) является либо отрезком
с одним концом в x и другим на ∂Bεm(x), либо объединением двух отрезков с одним концом в x и
другим на ∂Bε(x) и углом, не меньшим 2pi/3, между ними, либо объединением трех таких отрезков
(т.е. правильной треногой с центром в x), откуда сразу следует доказываемое утверждение.
Таким образом, нам осталось разобраться с поведением Σ в окрестностях точек множества EΣ.
Лемма 3.6. Для произвольной точки x ∈ Σ порядок ordball xΣ ≤ 3.
Доказательство. Для x ∈ XΣ∪SΣ утверждение тривиально следует из Утверждения 3.5. Пусть теперь
x ∈ GΣ и ordball xΣ ≥ 4. Тогда, ввиду неравенства коплощади, H1(Bε(x) ∩ Σ) ≥ 4ε для произвольного
достаточно малого ε > 0. С другой стороны, для достаточно малого ε > 0 длинаH1(∂Bε(x)\Br(y(x))) <
3.5ε, где y(x) ∈M — произвольная точка, соответствующая точке x. Но тогда множество
(Σ \Bε(x) ∪ ∂Bε(x) \Br(y(x))) ∪ ST1T2 ,
где T1, T2 = ∂Bε(x) ∩ ∂Br(y(x)), а множество ST1T2 определено в доказательстве Леммы 3.3, будет
лучше множества Σ для достаточно малого ε. Полученное противоречие завершает доказательство
леммы.
Тогда ввиду Замечания 2.3 выполняется
Следствие 3.7. Для произвольной точки x ∈ Σ порядок ord xΣ ≤ 3.
Лемма 3.8. Для произвольных c > 0 и x ∈ EΣ найдется такое ρ > 0, что для каждого x¯ ∈ GΣ ∩
Bρ(x) \ {x} и для (ix], ближайшего к x¯ ребра x, выполняется
1. если ord x¯Σ = 1, то x¯ ∈ XΣ и входящий в x¯ отрезок [sx¯] почти перпендикулярен (ix):
∠((sx¯)(ix)) > pi/2− c.
Если при этом ребро (ix) направлено в одну сторону, то для точки y := y(x), являющейся
пределом точек, соответствующих энергетическим точкам ребра (ix] выполняется
∠([sx¯), [xy)) < c;
2. если x¯ ∈ XΣ и ord x¯Σ = 2, то угол падения почти равен углу отражения:
|∠((sx¯], (ix))− ∠((ix), (tx¯])| < c, где [sx¯] ∪ [tx¯] ⊂ Σ;
3. а если x¯ ∈ EΣ, то ∃ε : Bε(x¯) ∩ Σ содержится в объединении двух псевдоконусов с осями, почти
параллельными (ix), то есть выполняется |∠((mx¯], (ix))| < c и |∠((nx¯], (ix))| < c, где Σ∩Bε(x¯) ⊂
Qm,x¯ε ∪Qn,x¯ε , при Qm,x¯ε ∈ Qm,x¯ε , Qn,x¯ε ∈ Qn,x¯ε .
Доказательство данной Леммы технически сложное и приведено полностью в разделе 3.3.
Замечание 3.9. Ввиду компактности GΣ в Лемме 3.8 можно поменять местами второй и третий
предикаты: ∀c > 0 ∃ρ > 0 ∀x ∈ EΣ . . .
Замечание 3.10. В п. 2 леммы 3.8 для y — точки сгущения точек, соответствующих энергетиче-
ским точкам ребра (ix], выполняется |∠tx¯y−yx¯s| < c и, более того, |∠tx¯y−pi/2| < c и |∠sx¯y−pi/2| < c.
Также, ввиду леммы 3.3, выполняется ∠sx¯t ≤ 2pi/3, а значит ∠((sx¯], (ix)) ≤ pi/6 + c и ∠((tx¯], (ix)) ≤
pi/6 + c.
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Лемма 3.11. Пусть Σ — минимайзер и x ∈ EΣ.
1. Если существует Q ∈ Qa,xρ — такой псевдоконус, что Σ ∩ ∂Q ⊂ {x} ∪ ∂Bρ(x), тогда найдется
такое ρ2 > 0, что множество Q ∩Bρ2(x) ∩ Σ является дугой.
2. Пусть Σ′ — замыкание компоненты связности Σ\{x} и пусть Σ′ содержит бесконечную после-
довательность энергетических точек ребра (ax], сходящуюся к x. Пусть кроме того Σ′ ∩Bρ(x)
не содержит иных энергетических точек для некоторого ρ > 0. Тогда Σ′ ∩ Bρ(x) содержит
конечное число точек ветвления. Кроме того найдется такое ρ1 > 0 и псевдоконус Q1 ∈ Qa,xρ1 ,
что Σ′ ∩Bρ1(x) ⊂ Q1.
Доказательство данной леммы технически сложное и приведено полностью в разделе 3.3.
Замечание 3.12. Ввиду леммы 3.11 пункт 3 леммы 3.8 может быть сформулирован так: если
x¯ ∈ EΣ \ x, то ∃ε : Bε(x¯) ∩ Σ является дугой, содержащейся в объединении двух псевдоконусов с
осями, почти параллельными (ix).
Лемма 3.8 и замечание 3.12 позволяют доказать следующую лемму, в которой утверждается, что
никакая компонента связности Σ \ x не может содержать сходящиеся к x бесконечные последователь-
ности энергетических точек двух разных энергетических лучей.
Лемма 3.13. Пусть Σ — минимайзер, точка x ∈ EΣ имеет энергетические лучи (ax] и (bx], а
псевдоконусы Qa,xρ ∈ Qa,xρ и Qb,xρ ∈ Qb,xρ таковы, что GΣ ∩Bρ(x) ⊂ Qa,xρ ∪Qb,xρ . Пусть Σ′ — замыкание
компоненты связности Σ\{x} такой, что она содержит последовательность энергетических точек
из множества GΣ ∩Qa,xρ , сходящуюся к x. Тогда найдется такое ρ1 > 0, что
Σ′ ∩GΣ ∩Qb,xρ ∩Bρ1(x) = {x}.
Доказательство устроено следующим образом: предположим противное, пусть Σ′ содержит беско-
нечную последовательность точек из множества GΣ ∩Qb,xρ , сходящуюся к x. Тогда
Шаг 1. Найдется такое ρ1 > 0, что Σ′∩Bρ1(x)\{x} не содержит точек из множества XΣ порядка 2 (кроме
тех, чьи инцидентные отрезки почти параллельны ближайшему энергетическому ребру).
Шаг 2. Найдется такое ρ2 > 0, что Σ′ ∩ Bρ2(x) \ {x} не содержит точек из множества EΣ (и тех точек
XΣ, чьи инцидентные отрезки почти параллельны ближайшему энергетическому ребру).
Шаг 3. Угол ∠axb может составлять только pi/3, 2pi/3 или pi.
Шаг 4. Получение противоречия в каждом из трех возможных случаев и завершение доказательства
Леммы.
Доказательство. Ввиду предположения о неверности утверждения леммы, можно считать, что каж-
дое из ребер направлено в одну сторону. Обозначим величину внутреннего угла между ребрами за α:
α := ∠axb ≤ pi. Можно, не умаляя общности, считать ρ1 ≤ ρ таким, чтобы выполнялись утверждения
Леммы 3.8 для c := α/100. В доказательстве мы будем использовать формулировку “величины равны
с точностью до c¯”, что будет означать, что абсолютное значение разности между величинами не пре-
восходит c¯. Пусть U 3 x такая, что U ⊂ Bρ(x) и ](∂U ∩ Σ) = ord xΣ. В таком случае ](∂U ∩ Σ′) = 1, а
значит для каждой точки x¯ ∈ Σ′ ∩ U \ x не существует двух непересекающихся путей из неё в ∂Bρ(x),
а путь из x¯ в x обязан содержаться в U ⊂ Bρ(x). Выберем такое ρ4 > 0, что Bρ4(x) ⊂ U .
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Рис. 3: Рисунок Шагу 1 доказательства леммы 3.13
• ШАГ 1. Для любой точки x¯ ∈ GΣ ∩Σ′ ∩U \ {x} касательные лучи к x¯ параллельны ближайшему
к ней энергетическому ребру (ix] с точностью до α/100.
Докажем утверждение шага от противного: пусть, не умаляя общности, точка xa1 ⊂ Qa,xρ ∩ U ∩
Σ′ ∩XΣ имеет порядок два. Пусть [xa1 ; t] — максимальный по включению отрезок, содержащийся
на пути из xa1 в x. Тогда, по предположению и ввиду следствия 3.10,
α/100 < ∠((ax), (xa1t)) ≤ pi/6 + α/100.
Несложно заметить, что ∠((xa1t], (ax]) = ∠((ax), (xa1t)) (а не pi − ∠((ax), (xa1x))) поскольку в про-
тивном случае любой путь, начинающийся с xa1 − s, где [xa1s] — второй максимальный отрезок
инцидентный x, находится внутри области, ограниченной путем из xa1 в x и двумя пустыми ша-
рами с радиусом r и с центрами в точке, соответствующей xa1 , и в точке сгущения точек, соот-
ветствующих энергетическим точкам ребра (ax]. В таком случае такой путь не может содержать
энергетических точек ребра (bx], а значит концевыми точками для него могут быть только энер-
гетические точки ребра (ax] степени 1, ввиду леммы 3.8 принадлежащие XΣ. Но путь, начинаю-
щийся с xa1 − s и в точках ветвления продолжающийся не тем отрезком, который является почти
перпендикулярным (ax], не будет содержать энергетических точек ребра (ax] степени 1 (а также
точек ∂U , точки x и энергетических точек ребра (bx] степени 1), а значит никогда не закончится.
Точка t не может быть энергетической точкой ребра (ax] ввиду леммы 3.8. Таким образом воз-
можны два варианта:
– Точка t является точкой ветвления. Пусть C такая точка, что [tC] — максимальный отрезок
в Σ и ∠((tC], (ax]) = pi/3 − ((xa1t], (ax]). Тогда, ввиду леммы 3.8, точка C не может быть
энергетической точкой ребра a степени 1.
∗ Пусть C — энергетическая точкой ребра [ax] степени 2, тогда с одной стороны
∠((tC], (ax]) = pi/3− ∠((xa1t], (ax]) ≥ pi/6− α/100,
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Рис. 4: Рисунок Шагу 1 доказательства леммы 3.13
а с другой
∠((tC], (ax]) ≤ pi/6 + α/100
ввиду следствия 3.10. Тогда ∠((tC], (ax]) и ∠((xa1t], (ax]) равны pi/6 с точностью до α/100
(см рис. 3, где точка C обозначена как xak+1).
∗ Пусть точка C является энергетической точкой ребра (bx]:
· Если C была бы энергетической точкой ребра (bx] степени 1, то возникло бы про-
тиворечие с тем, что [xa1t] лежит на пути из xa1 в x: ломаная [xa1t] ∪ [tC] и четыре
пустых шара радиуса r (пустые шары, касающиеся точек xat и C с центрами в со-
ответствующих им точках, а также два пустых шара, касательными для которых
являются энергетические лучи (ax] и (bx] с центрами в точках сгущения точек, со-
ответствующих энергетическим точкам лучей) влекут отсутствие пути от xa1 до x в
Σ′.
· Пусть точка C является энергетической точкой ребра b степени 2, тогда ∠((tC], (bx]) ≤
pi/6 +α/100. Пусть [tD] — третий максимальный отрезок, выходящий из точка ветв-
ления t. Несложно заметить, что ∠([tD), (bx]) ≤ pi/6 + α/100. Рассмотрим два пути
внутри Bρ(x): путь, начинающийся с t − x1a, и путь, начинающийся с t − D. Пусть
первый путь не содержит энергетических точек ребра (bx], тогда он не содержит
энергетических точек степени 1 ребра (ax]: направление касательной вдоль пути ме-
няется только в точках ветвления и энергетических точках ребра (ax] степени 2;
потребуем, чтобы в точках ветвления путь продолжался не тем отрезком, который
является почти перпендикулярным (ax] (несложно заметить, что тогда углы между
(ax) и односторонней касательной к Σ вдоль пути не превосходят pi/6 + α/100). Та-
ким образом данный путь не может заканчиваться энергетической точкой степени 1
и точкой x, но тогда путь неизбежно проходит через единственную точку Σ′ ∩ ∂U .
Аналогичные рассуждения верны для некоторого пути, начинающегося с t − D в
предположении, что он не содержит энергетических точек (bx].
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Рис. 5: Рисунок Шагу 1 доказательства леммы 3.13
Таким образом невозможно, чтобы одновременно путь, начинающийся с t − x1a, не
содержал энергетических точек (bx], а путь, начинающийся с t − D, не содержал
энергетических точек ребра (ax]. Но если путь, начинающийся с t − x1a, содержит
энергетическую точку (bx], то второй путь ограничен первым путем и пустыми ша-
рами радиуса r, то есть не содержит энергетических точек ребра (ax] и при этом
должен иметь концевую точку, что невозможно. Аналогично невозможна ситуация,
при которой путь, начинающийся с t−D, содержит энергетическую точку ребра (ax].
∗ Таким образом точка C может быть только точкой ветвления. В таком случае путь,
начинающийся с отрезков [xa1t] и [tC] и продолжающийся поворотами в ту же сторону
сможет закончиться только если C соединена отрезком с энергетической точкой реб-
ра (ax] степени 1, обозначим её xa2 . Тогда угол ∠((Cxa2), (ax)) равен pi/2 с точностью
до α/100. В таком случае, рассмотрев четырехугольник, ограниченный прямыми (ax),
(xa1t), (tC), (Cx
a
2), получим
∠([txa1)(ax]) = 2pi − ∠xatC − ∠tCxa2 − ∠((Cxa3), (ax) = 2pi/3− ∠((Cxa2), (ax),
что, с точностью до α/100, равно pi/6 (см рис. 5).
Таким образом, в любом случае ∠((xa1t], (ax]) равен pi/6 с точностью до α/50. Пусть [tD]
— оставшийся максимальный отрезок с концом в точке t. Тогда ∠((tD), (ax)) равен pi/2 с
точностью до α/50, тогда либо [tD) и (bx] не пересекаются (если α+∠((tD), (ax)) > pi), либо
∠((tD], (bx]) равен pi/2 − α с точностью до α/50. В таком случае точка D не может быть
энергетической точкой ребра (bx]: точкой степени 1 ввиду леммы 3.8, а точкой степени 2
ввиду того что в таком случае в Σ′ найдутся два пути (путь, начинающийся с t− x1a и путь,
начинающийся с t − D), которые не могут существовать одновременно (доказательство —
аналогично разобранному выше).Таким образом точка D может быть только точкой ветв-
ления. Однако и в этом случае найдется путь, начинающийся с t − D, который не сможет
сосуществовать с некоторым путем, начинающимся с t− x1a.
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Противоречие с предположением о том, что точка t является точкой ветвления.
– Точка t является энергетической точкой ребра (bx], обозначим её xb1. Заметим, что
∠((xa1xb1], (bx]) = ∠xb1xa1x+ α ≤ pi/6 + α/50,
ввиду замечания 3.10, поскольку xb1 может быть только энергетической точкой ребра (bx]
степени 2, принадлежащей множеству XΣ. Несложно заметить также, что ∠xa1x1bb можно
считать меньшим pi/2. Тогда максимальный отрезок, лежащий на пути в Σ из xb1 в x, за-
канчивается энергетической точкой ребра a, обозначим её за xa2 . Как уже было показано,
энергетическая точка степени 2 не может быть соединена с точкой ветвления, а значит Σ
должна содержать ломаную xa1 − xb1 − xa2 − xb2 − . . . с узлами в энергетических точках ребер
(ax] и (bx] по очереди. При этом угол ломаной с ребрами с каждым шагом увеличивается на
α с точностью до α/100 (см Рис. 4):
∠((xa1xb1], (bx]) = ∠xb1xa1x+ α
∠((xb1xa2 ], (ax]) = ∠xxb1xa2 + α ≥ ((xa1xb1], (bx]) + α− α/100 = ∠xb1xa1x+ 2α− α/100
∠((xa2xb2], (bx]) = ∠xb2xa2x+ α ≥ ((xb1xa2 ], (ax]) + α− α/100 ≥ ∠xb1xa1x+ 3α− 2α/100
Таким образом, найдется такой номер k, что ∠((xikx
j
k], (jx]) > pi/6 + α/50, где {i, j} = {a, b},
но тогда точка xkj не сможет быть энергетической точкой степени 2 ребра (jx]. Полученное
противоречие завершает доказательство шага.
Утверждение шага доказано.
Из утверждения автоматически следует утверждение для любого шара с центром в x, содер-
жащегося в U , а значит найдется такое ρ1 > 0 (например, ρ1 := ρ4), что для любой точки
x¯ ∈ GΣ∩Σ′∩Bρ1(x)\{x} касательные лучи к x¯ параллельны ближайшему к ней энергетическому
ребру (ix] с точностью до α/100.
ШАГ 2. Все энергетические точки Σ′ ∩ U \ {x} принадлежат множеству XΣ и имеют порядок 1.
Доказательство. Предположим противное: что найдется точка x¯ 6= x из EΣ∩U (либо из XΣ∩U ,
но такая, что инцидентные ей отрезки почти, с точностью до α/100, параллельны ближайшему
энергетическому ребру (ix]). Ввиду пункта 1 Леммы 3.8 она имеет порядок 2. Рассмотрим путь из
x¯ в x, содержащийся в Σ′. Этот путь содержится в U ввиду выбора U . Заметим, что внутренние
точки пути не могут иметь степень 1 и, ввиду замечания 3.12, не могут быть точками сгущения
точек ветвления.
Тогда, если путь содержит точки ветвления, то можно выбрать первую точку ветвления C0 на
пути из x¯ в x. Ввиду замкнутости множества GΣ также можно выбрать последнюю энергетиче-
скую точку B на пути из x¯ в C0 (возможно, совпадающую с x¯). Тогда путь из B в C0 неизбежно
является отрезком, причем ввиду Шага 1 доказываемой леммы и пункта 3 леммы 3.8 лежащим
на прямой, параллельной (ix] с точностью до α/100, где i ∈ {a, b}, а B является энергетической
точкой ребра (ix] (в противном случае отрезок был бы почти параллелен обоим ребрам, несложно
понять, что это невозможно в данной ситуации — в конце шага это будет продемонстрировано для
аналогичной ситуации). Не умаляя общности будем считать, что i = a. Рассмотрим максималь-
ный отрезок [C0C1] ⊂ Σ′, направленный к ребру (ax], то есть ∠((ax](C0C1]) равен pi3 с точностью
до α/100. Ввиду леммы 3.8 и предыдущего шага точка C1 не может быть энергетической точкой
и, значит, является точкой ветвления. Пусть тогда [C1C2] ⊂ Σ′ — максимальный отрезок такой,
что ∠((ax](C1C2]) равен 2pi3 с точностью до α/100. Тогда C2 может быть только точкой ветвления.
Но тогда путь начинающийся с C0−C1−C2−. . . и продолженный чередующимися поворотами (то
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есть являющийся инъективной ломаной
⋃
j=0[CjCj+1], где ∠((ax](CjCj+1]) = pi−∠((ax](Cj−1Cj ]))
не сможет закончиться.
Если же путь из x¯ в x не содержит точек ветвления, то на дуге x˘x не будет также и энергетических
точек ребра (bx]: в противном случае пусть xb — первая такая точка; и пусть xa — последняя
перед ней энергетическая точка ребра (ax] на рассматриваемой дуге. В таком случае дуга ˘xaxb
является отрезком, почти параллельным обоим ребрам, что невозможно:
∠((xaxb], (ax]) ≤ α/100
и
∠([xaxb), (bx]) ≥ pi − α/100
влекут
α = ∠((ax], (bx]) ≤ α/50,
что невозможно для α > 0. То есть путь из x¯ в x не содержит энергетических точек ребра (bx]
и точек ветвления, а значит в каждой точки пути каждый касательный луч почти параллелен
ребру (ax]. Теперь рассмотрим такую область U0 ⊂ B|x¯x|(x), что x ∈ U0, ](∂U ∩Σ) = ord xΣ. Тогда
U0∩Σ′ ⊂ x˘x не содержит энергетических точек ребра (bx]. Противоречие с утверждением леммы.
Утверждение шага доказано. Из утверждения автоматически следует утверждение для любого
шара с центром в x, содержащегося в U , то есть найдется такое ρ2 > 0 (например, ρ2 := ρ4), что
любая точка x¯ ∈ GΣ ∩ Σ′ ∩Bρ2(x) \ {x} принадлежит множеству XΣ и имеет порядок 1.
Шаг 3 Пусть U1 3 x такая область достаточно малого диаметра (чтобы Σ′ ∩ (U \ U1) содержало до-
статочное число энергетических точик обоих ребер), что U1 ⊂ U , ](∂U1 ∩ Σ) = ord xΣ. Ввиду
показанного выше, Σ′ ∩ (U \ U1) — локально минимальное дерево без вершин степени 2 (c ко-
нечным количеством вершин). Тогда найдутся три прямые с попарными углами pi/3 такие, что
каждый отрезок Σ′∩(U \U1) параллелен какой-то из них. Каждая концевая точка штейнеровско-
го дерева Σ′ ∩U , кроме двух точек (∂U ∪ ∂U1)∩Σ′ и точки x, лежит на отрезке, принадлежащей
прямой odiam (U)(1)-почти перпендикулярной одному из ребер. Поскольку U может быть выбра-
но сколь угодно малым, ясно, что отрезки должны быть в точности перпендикулярны ребрам,
а значит, поскольку множество Σ′ ∩ (U \ U1) содержит энергетические точки обоих ребер, угол
α = ∠axb может составлять только pi3 ,
2pi
3 или pi.
1
2
1
−1
−2
−1
x
Рис. 6: Роза ветров для α = pi/3
Шаг 4 Построим розу ветров с центром во внутренней точке угла ∠axb и с прямыми, содержащими
перпендикуляры к обоим ребрам. Веса расставим в зависимости от величины угла ∠axb:
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Рис. 7: Роза ветров для α = 2pi/3
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x
Рис. 8: Роза ветров для α = pi
– При α = pi3 и α = pi поставим 1 на обоих лучах, направленных к (ax] и (bx] и перпендику-
лярных им (см рис. 6).
– При α = 2pi3 на луче, перпендикулярном (ax] и направленном к нему, поставим вес 1, а на
луче, перпендикулярном (bx] и направленном к нему, поставим 2(см рис. 7).
– При α = pi роза ветров является треногой. На луче, перпендикулярном обоим ребрам, по-
ставим вес 1, а на оставшихся — веса −1 и 0 (см рис. 8).
Ввиду Замечания 1.5, сумма всех чисел во всех вершинах дерева Σ′ ∩ (U \U1), равна 0. С другой
стороны, поскольку ](Σ′ ∩ (∂(U ∪ U1)) = 2, сумма сколь угодно велика, так как содержит сколь
угодно много положительных слагаемых и не больше двух отрицательных.
3.3 Доказательства и технические утверждения
Лемма 3.14. Пусть x ∈ EΣ, ρ > 0, x¯ ∈ Bρ(x) ∩ GΣ \ {x} — энергетическая точка ребра (ix], ε <
min(|x¯x|, ρ − |x¯x|) и пусть точка w ∈ Bε(x¯) такая, что (wx¯) ‖ (ix), либо w = x¯. Тогда существует
такое связное множество S = S(x¯, w, x, ε) 3 w, что
FM (Σ \Bε(x¯) ∪ S) ≤ FM (Σ)
и H1(S) = εoρ(1).
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Стоит обратить внимание, что множество Σ \ Bε(x¯) ∪ S не обязательно должно быть связным. В
основном, мы будем использовать такую формулировку данной леммы:
∀c > 0 ∀x ∈ EΣ ∃ρ0 > 0 ∀ρ < ρ0 ∀x¯ ∈ Bρ(Σ) ∩GΣ \ {x} ∃ε0 > 0 :
∀ε < ε0 ∀w ∈ Bε(x¯) : (wx¯) ‖ (ix) ∨ (w == x¯) ∃ связное S 3 w :
FM (Σ \Bε(x¯) ∪ S) ≤ FM (Σ) и H1(S) < cε.
При этом ввиду компактности EΣ второй и третий предикат можно поменять местами:
∀c > 0 ∃ρ0 > 0 ∀x ∈ EΣ . . . .
Доказательство. Поскольку доказательство данной леммы не самое простое для понимания, при-
ведем сначала основную канву без технических деталей, а после приведем опущенные технические
доказательства. Введенные в этом доказательстве понятия и утверждения будут использоваться в
дальнейшем.
В дальнейшем доказательстве точку x ∈ EΣ будем полагать фиксированной, все точки и величины
будем полагать соответствующими условиям леммы. Для положительного числа ε и точки x¯ определим
множество
U(x¯, ε) :=
{
y ∈M |dist (y,Bε(x¯)) ≤ r, dist (y,Σ \Bε(x¯)) > r
}
.
1. Если ребро (ix) направлено в одну сторону, то для достаточно малых ρ > 0 и ε0 > 0, для
произвольного ε < ε0 множество U(x¯, ε) располагается в одной полуплоскости относительно (ix)
(той, в которую направлено ребро). Если же ребро направлено в обе стороны, то для каждого
x¯ либо можно выбрать такое ε0, чтобы для каждого ε < ε0 множество U(x¯, ε) располагалось
в одной полуплоскости относительно (ix), либо в обеих полуплоскостях существуют различные
точки y(x¯) ∈ M , соответствующие x¯. В дальнейшем будем считать ρ0 > 0 и ε0 > 0 (а значит
и произвольное ε < ε0) удовлетворяющими этим условиям. В таком случае y(x¯) ∈ U(x¯, ε), где
y(x¯) ∈ M — произвольная точка, соответствующая x¯. Доказательство этого пункта приведем
позднее.
2. Ввиду того, что Σ ∩ Bε(x¯) ⊂ Bε(x¯) \ Br(y(x¯)), выполняется ∠y(x¯)x¯s > pi/2 − o(ε) для каждой
s ∈ Bε(x¯) ∩ Σ и для каждой y(x¯), соответствующей x¯.
3. Для произвольной u ∈ U(x¯, ε) выполняется |∠((ux¯), (ix))−pi2 | = oρ(1). Ввиду пункта 1 выполняется
также |∠((y(x¯)x¯), (ix))− pi2 | = oρ(1). Доказательство этого пункта приведем позднее.
4. Для каждого x1 ∈ Bε(x¯) выполняется dist (x1, U(x¯, ε)) ≥ r−ρ: в противном случае dist (x, U(x¯, ε)) ≤
r, что невозможно, поскольку ε < |x¯x| и, значит, x ∈ Σ \Bε(x¯).
5. Если U(x¯, ε) располагается в одной полуплоскости относительно (ix) (в частности, если ребро
(ix] направлено в одну сторону), то U(x¯, ε) ⊂ Λ((y(x¯)w], oρ(1)), а если в обеих полуплоскостях, то
U(x¯, ε) ⊂ Λ((y(x¯), w), oρ(1)), где
Λ((nl], γ) := {z | ∠zln ≤ γ}
и
Λ((nl), γ) := {z | ∠((zl), (ln)) ≤ γ}.
Доказательство пункта 5. Ввиду пункта 4 для x1 := x¯ и x1 := w выполняется dist (x¯, U(x¯, ε)) ≥
r − ρ и dist (w,U(x¯, ε)) ≥ r − ρ, а поскольку |wx¯| < ε, для произвольной u ∈ U(x¯, ε), ввиду
рассмотрения треугольника 4ux¯w выполняется |∠((uw), (ix)) − pi2 | = oρ(1). Тогда ввиду y(x¯) ∈
U(x¯, ε) выполнено |∠((y(x¯)w), (ix)) − pi2 | = oρ(1). Ввиду произвольности u ∈ U(x¯, ε) утверждение
пункта доказано.
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6. Для произвольной u ∈ U(x¯, ε), существует v ∈ Σ ∩ Bε(x¯) такая, что |vu| ≤ r. Тогда найдется v1
(не обязательно элемент Σ) такая, что v1 ∈ Bε(x¯), |v1u| ≤ r, ∠((v1x¯), (ix)) = oρ(1).
Доказательство. Выберем v1 := v в случае, если pi/2 > ∠y(x¯)x¯v > pi/2−oε(1) (правое неравенство
верно ввиду пункта 2) и v1 ∈ [vu] такая, что (v1x¯) ⊥ (xy(x¯)), если ∠y(x¯)x¯v ≥ pi/2, где y(x¯) —
соответствующая x¯ точка, находящаяся в той же полуплоскости относительно (ix), что и u.
7. Выполняется |wu| ≤ r + o(ε) + εoρ(1). Ввиду произвольности выбора u получаем U(x¯, ε) ⊂
Br+o(ε)+εoρ(1)(w).
Доказательство. В обозначениях пункта 6 рассмотрим треугольник 4v1wu. Тогда |uv1| ≤ r,
|uv1|, |uw| ≥ r − ρ (ввиду утверждения пункта 4) и |v1u| < 2ε < 2ρ. Тогда
∠wv1u =
pi
2
+ oρ(1).
А значит, ввиду теоремы косинусов для треугольника 4v1wu, выполняется
|wu| =
√
|v1w|2 + |v1u|2 − 2|v1w||v1u| cos∠wv1u ≤
√
4ε2 + r2 + 4εroρ(1) = r + εoρ(1).
8. В таком случае, если U(x¯, ε) располагается в одной полуплоскости относительно (ix) (т.е. в част-
ности, если ребро (ix] направлено в одну сторону), то, ввиду пунктов 1, 5, 7,
U(x¯, ε) ⊂ Λ((y(x¯), w], oρ(1)) ∩Br+εoρ(1)(w),
а если в обеих полуплоскостях, то
U(x¯, ε) ⊂ Λ(w, (y(x¯)w), oρ(1)) ∩Br+εoρ(1)(w).
Утверждение пункта очевидно.
9. Тогда найдется такое множество S 3 w, удовлетворяющее условиям на длину, что
(Λ(w, (y(x¯)w), oρ(1)) ∩Br+εoρ(1)(w)) ⊂ Br(S).
Доказательство этого пункта приведем позднее.
Пункты 8, 9 и определение множества U(x¯, ε) влекут утверждение леммы. Итак, лемма доказана с
точностью до утверждений пунктов 1, 3 и 9.
Докажем пункт 1 (на самом деле, этот пункт не является необходимым, однако мне показалось
полезным для понимания структуры множества включить его).
Пусть (ix] направлен в одну сторону (не умаляя общности, скажем, что ребро (ix] горизонтально и
направлено вверх), но для каждого ρ > 0 найдется такие x¯ ∈ Bρ(x), что для каждого ε0 > 0 найдется
такое ε < ε0, что U(x¯, ε) пересекается с нижней полуплоскостью. Зафиксируем ρ и x¯ и рассмотрим
убывающую к 0 последовательность εk таких, что U(x¯, εk) содержит точки из нижней полуплоско-
сти (заметим, что поскольку εk > εk+1 выполняется U(x¯, εk) ⊃ U(x¯, εk+1)). Рассмотрим также такую
последовательность {uk}, что uk ∈ U(x¯, εk). Пусть точка u = limk→∞ uk. Ввиду замкнутости M выпол-
няется u ∈ M . Кроме того, поскольку |ukx¯| ≤ r + εk, выполняется |ux¯| ≤ r. Пусть Br(u) ∩ Σ непусто,
тогда, ввиду связности Σ, оно содержит точку x1 6= x¯. Пусть L — такой номер, что для каждого l ≥ L
выполняется εl < |x1x¯|/4 и |ulu| < |x1x¯|/4. Но тогда x1 /∈ Bεl(x¯) и |dist (x1, U(x¯, εl))| < r, противоречие.
Таким образом точка u ∈M является соответствующей x¯ точкой. Поскольку x¯ была произвольна, су-
ществует сходящаяся к x последовательность энергетических точек, соответствующие которым точки
располагаются снизу. Противоречие определению ребра, направленного вверх.
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Осталось доказать что произвольная точка y(x¯) принадлежит множеству U(x¯, ε). Пусть ε > 0
произвольно и пусть существует такое δ > 0, что Bδ(y(x¯))∩U(x¯, ε) = ∅. В таком случае Br(Σ\Bε(x¯)) ⊃
Bδ(y(x¯)). Но тогда dist (Σ \Bε(x¯), y(x¯)) ≤ r − δ. Противоречие с тем, что dist (y(x¯),Σ) = r.
Докажем пункт 3. Пусть утверждение пункта 3 неверно. Тогда найдется число c > 0, последова-
тельность энергетических точек {xk} ребра (ix], сходящаяся к x, последовательность εk > 0 и после-
довательность точек uk ∈ U(xk, εk) такие, что |∠(ukxk), (ix)) − pi2 | > c, а также Bεl(xil) ∩ Bεm(xim) = ∅
для различных номеров l и m и εk <
|xkx|
2 . Заметим, что в таком случае x /∈ Bεk(x), а значит, ввиду
определения множества U , для каждого номера k выполняется dist (x, U(xk, εk)) > r. Следовательно,
для любой точки сгущения u множества U верно, что dist (x, u) ≥ r.
В таком случае, реализовался хотя бы один из двух вариантов:
I вариант: Найдутся такие подпоследовательности номеров, что ∠([ukxk), (ix]) < pi2 − c. Поскольку xk явля-
ется энергетической точкой ребра (ix) и поскольку xk сходится к x, а |xku| > r − |xkx| > r − 2εk,
найдется такой номер N , что ∀k > N выполняется ∠ixxk < c/4 (ввиду леммы 2.15 пп 2 и 3) и
∠xkukx < c/4. В таком случае, ∠ukxkx ≤ ∠([ukxk), (ix]) + ∠ixxk < pi2 − 3c4 . Тогда
|ukx| = |ukxk| sin∠ukxkx
sin∠xkxuk
<
(r + εk) sin(
pi
2 − 3c4 )
sin(pi2 +
c
2 )
=
(r + εk) cos
3c
4
cos c2
< r,
где последнее неравенство верно для достаточно большого N (зависящего от c), поскольку c > 0
можно считать меньшим pi/2. Противоречие.
II вариант: Найдутся такие подпоследовательности номеров, что ∠([ukxk), (ix]) > pi2 +c. Посмотрим на предел
подпоследовательности uk: u := limk→∞ uk. Тогда |ux| ≤ r (то есть |ux| = r) и ∠uxi ≤ pi/2 − c.
Поскольку xk является энергетической точкой ребра (ix), ввиду леммы 2.15 пп 2 и 3, найдется
такое N1, что для каждого k ≥ N1 выполняется ∠xkxi < c/4, а значит ∠uxxk < pi/2−3c/4. Кроме
того можно считать, что для каждого k ≥ N1 выполнено также ∠xkux < c/4. Тогда
|xku| < sin∠xkxu
sin∠uxkx
|ux| < cos
3c
4
cos c2
r.
Найдется такое N2 > N1, что для каждого m > N2 выполняется |umu| < r
(
1− cos 3c42 cos c2
)
. Тогда
|umxk| ≤ |xku|+ |umu| ≤
cos 3c4
cos c2
r +
(
1− cos
3c
4
2 cos c2
)
< r.
Противоречие.
Наконец завершим доказательство леммы, построив множество S и доказав тем самым пункт 9.
Известно, что U(ε, x¯) ⊂ (Ba(w) ∩ Λ), где Λ = Λ((y(x¯)w], γ), если U(ε, x¯) находится в одной полу-
плоскости относительно (ix) или Λ = Λ((y(x¯)w), γ) иначе; a = r + oρ(1)ε, γ = oρ(1) для произ-
вольной y(x¯) соответствующей x¯. Построим S следующим образом:
S := (((wy(x¯)) ∩Ba−r(w)) ∪ ∂Ba−r(w))) ∩ Λ.
Очевидно, что условие на энергию выполнено, поскольку
Br(S) ⊃ Br(∂Ba−r(w) ∩ Λ) ⊃ (Ba(w) ∩ Λ) ⊃ U(ε, x¯).
При этом
H(S) = |a− r|+ oρ(1)(a− r) = oρ(1)ε+ (oρ(1)εoρ(1) = oρ(1)ε.
Таким образом, все требования на S выполнены.
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Следствие 3.15. Пункт 3, ввиду Замечания 2.9, влечет, что энергетические ребра произвольной
x¯ ∈ EΣ ∩Bρ(x) oρ(1)-почти параллельны (ix).
Лемма 3.16. Для произвольной x ∈ EΣ найдется такое ρ > 0, что для произвольной x¯ ∈ Bρ(x) ∩
GΣ \ {x} выполняется ordball x¯Σ ≤ 2.
Доказательство. Пусть n := ordball x¯Σ и пусть ε > 0 достаточно малое число такое, что
](∂Bε(x¯) ∩ Σ) = n.
Тогда, ввиду определения кругового порядка и согласно формуле коплощади H1(Bε(x¯) ∩ Σ) ≥ nε.
Поскольку x¯ энергетическая, выполняется Br(y(x¯)) ∩ Σ = ∅. Но тогда все n точек Σ, принадлежа-
щие ∂Bε(x¯), располагаются на дуге размером pi + o(ε). Пусть n ≥ 4. Найдется такое ε0, что для
произвольного ε < ε0, H1(∂Bε(x¯) \ Br(y(x¯))) < 3.5ε. Заметим, что для каждого ε найдется такая
w ∈ ∂Bε(x¯) \ Br(y(x¯)), что (wx¯) ‖ (ix), тогда ввиду Леммы 3.14 для достаточно малого ρ существует
такое S 3 w, что H1(S) < ε/4. В таком случае множество
Σ \Bε(x¯) ∪ (∂Bε(x¯) \Br(y(x¯))) ∪ S,
будет обладать строго меньшей длиной и не большей энергией, чем Σ. Противоречие с оптимальностью
Σ.
Пусть теперь n = 3. Обозначим точки Σ∩∂Bε(x¯) за A1, A2 и A3. Как бы эти точки ни располагались
на дуге, хотя бы две из них (пусть это точки A1 и A2) образуют вместе с x¯ треугольник, все углы
которого меньше 2pi/3, более того ∠A1x¯A2 ≤ pi/2 + o(ε), ∠x¯A1A2 = x¯A2A2 < pi/2. В таком случае,
ввиду Утверждения 1.2, множество St(A1, x¯, A2) ∪ [A3x¯] имеет длину, не превосходящую (3 − c)ε, где
c > 0 константа. В таком случае множество
Σ \Bε(x¯) ∪ (St(A1, x¯, A2) ∪ [A3x¯] ∪ S),
где S построено в Лемме 3.14 для w = x¯, будет обладать строго меньшей длиной и не большей энергией,
чем Σ. Противоречие с оптимальностью Σ влечет n ≤ 2.
Следствие 3.17 (следствие Леммы 3.16). Тогда, ввиду Замечания 2.3, верно ord x¯Σ ≤ 2.
Теперь приступим к доказательству Леммы 3.8.
Доказательство. Сначала мы докажем вспомогательные утверждения (A), (B) и (C), а после после-
довательно каждый из пунктов Леммы.
(А) Для произвольного x ∈ EΣ для каждого c > 0 существует такое ρ > 0, что для x¯ ∈ Bρ(x) \
{x} такого, что ordball x¯Σ = 1 для каждого такого ε < min(|x¯x|, ρ − |x¯x|), что ](∂Bε(x¯) ∩ Σ) =
1, для sε := ∂Bε(x¯) ∩ Σ выполняется |∠((sεx¯), (ix)) − pi/2| < c. Иными словами, покажем, что
|∠((sεx¯), (ix))− pi/2| = oρ(1).
Доказательство. Предположим противное, то есть что существует константа c > 0, такая что
для каждого ρ > 0 найдется x¯ ∈ Bρ(x)\{x} и такое ε > 0, что Bε0(x¯) ⊂ Bρ(x) и |∠((s0x¯), (ix))−pi2 | >
c для s0 := ∂Bε0(x¯) ∩ Σ. Пусть тогда w0 — основание перпендикуляра, опущенного из s0 на
прямую, параллельную (ix) и проходящую через x¯: (w0x¯) || (ix) и (w0s0) ⊥ (ix). Тогда определим
множество S 3 w0 как в Лемме 3.14 для w = w0. Тогда длина этого множества H1(S) = oρ(1)ε0,
. В то же время
|w0s0| = sin∠([s0x¯], (ix]) · |s0x¯| = cos c|s0x¯| < (1− c
2
2
)ε0
для достаточно малого c. При этом H1(Σ ∩Bε0(x¯)) ≥ ε0. Таким образом,
H1(Σ \Bε0(x¯) ∪ [s0w0] ∪ S) ≤ H1(Σ)− ε0 +
(
1− c
2
2
)
ε0 + oρ(1)ε0 < H1(Σ).
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Таким образом, Σ\Bε0(x¯)∪[slwl]∪S является связным множеством с длиной меньшей и энергией,
не большей, чем у Σ. Противоречие с оптимальностью Σ завершает доказательство.
(B) Пусть x ∈ EΣ. Тогда для достаточно малого ρ > 0 для каждого x¯ ∈ GΣ ∩ Bρ(Σ) \ {x}, имею-
щего порядок ordball x¯Σ = 2, найдется такое ε > 0, что для каждой u ∈ Σ ∩ Bε(x¯) выполняется
∠((ux¯), (ix)) 6= pi/2. Иными словами, если x¯ ∈ GΣ ∩ Bρ(Σ) \ {x} имеет порядок ord x¯Σ = 2,
то не существует бесконечной последовательности точек um ∈ Σ, сходящейся к x¯, таких что
∠((umx¯), (ix)) = pi/2.
Доказательство. Пусть {εl} – убывающая к нулю последовательность таких чисел, что ](∂Bεl(x¯)∩
Σ) = 2, а ε1 < min(ρ, ρ− |x¯x|). Обозначим sl, tl := ∂Bεl(x¯) ∩ Σ.
Ясно, что угол ∠slx¯tl > 2pi3 −oρ(1): в противном случае замена Σ\Bε(x¯)∪St(sl, tl, x¯)∪S, где S 3 x¯
— множество, определенное в Лемме 3.14 для точки w = x¯, а St(sl, tl, x¯) — дерево Штейнера,
соединяющее точки sl, tl и x¯, имело бы не большую энергию и строго меньшую длину, чем
множество Σ.
С другой стороны Br(y(x¯))∩Σ = ∅ и |∠((y(x)x), (ix))−pi/2| = oρ(1) ввиду пункта 3 доказательства
леммы 3.14. Тогда ∠((slx¯), (ix)) ≤ pi/3 + oρ(1) и ∠((tlx¯), (ix)) ≤ pi/3 + oρ(1).
Предположим противное утверждению пункта: что существует такая последовательность ul. То-
гда при достаточно малом ρ для любого l выполняется
](Σ ∩ ∂B|x¯ul|(x¯)) ≥ 3.
Заметим теперь, что для каждого εl верно
H1(Bεl(x¯) ∩ Σ) = 2εl + oρ(1)ε. (1)
Формула (1) верна ввиду Леммы 3.14: в противном случае, можно было бы заменить Σ на связное
множество Σ \ Bεl(x¯) ∪ [x¯sl] ∪ [x¯tl] ∪ S, где S определено в Лемме 3.14 при w = x¯, и получить
противоречие с оптимальностью Σ. Можно считать, что
H1(Bεl(x¯) ∩ Σ) < 2εl
(
1 +
1
36
)
. (2)
Теперь заметим, что можно считать, что
εl
εl+1
≤ 18
17
. (3)
Пусть не так, тогда найдется εl такое, что ] (∂Bεl(x¯) ∩ Σ) ≥ 3 для каждого ε ∈ [ 17εl18 , εl[. Но тогда,
ввиду неравенства коплощади,
H1(Σ ∩Bεl(x¯)) ≥ H1(Σ ∩B 17εl
18
(x¯)) +H1(Σ ∩ (Bεl(x¯) \B 17εl
18
(x¯)) ≥ 2εl
(
1 +
1
36
)
,
что противоречит (2).
Рассмотрим произвольную точку um из последовательности {ul}. Выберем такой номер l, что
0 < εl − |x¯um| ≤ 1
18
εl. (4)
Такое εl существует ввиду формулы (3). Также можно полагать, что для каждого δ ∈]|x¯um|, εl[
выполняется ] (∂Bδ(x¯) ∩ Σ) ≥ 3. Пусть
γ := max
s∈Σ∩Bεl :](B|x¯s|(x¯)∩Σ)<3)
∠ixs.
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Тогда γ ≤ pi3 + oρ(1). Пусть q — компонента связности Σ \ Λ((ix), γ), содержащая um. Тогда
H1(q) ≥ dist (um,Λ((ix), γ)) = cos γ|umx¯| ≥ |umx¯|
3
.
Заметим, что, ввиду неравенства коплощади для Σ \ q, верно
H1(Σ ∩ Bεl) = H1(q) + H1(Σ ∩ Bεl \ q) ≥ H1(q) + 2εl ≥
|umx¯|
3
+ 2εl ≥ εl( 17
18 ∗ 3 + 2), (5)
где последнее неравенство верно ввиду (4). Получили противоречие с (2).
(C) Пусть обозначениях леммы ordball xΣ = 2 и пусть (sx¯] и (tx¯] — касательные для компонент
связности Σ \ x¯ в точке x¯. Тогда найдется такое ρ, что |(∠(sx¯], (ix] − (∠(tx¯], (ix]| < c. Иными
словами |(∠(sx¯], (ix]− (∠(tx¯], (ix]| = oρ(1).
Доказательство. Предположим противное: что найдется число c > 0, такое что
η := ∠((sx¯], (ix))− ∠((ix), (tx¯]) ≥ c
для сколь угодно малого ρ. Пусть ε < min(ρ− |x¯x|, |x¯x|) такой, что ](∂Bε(x¯)∩Σ) = 2. Обозначим
T, S := ∂Bε(x¯) ∩ Σ. Тогда
∠((T x¯], (tx¯)) = oρ(1) и ∠((Sx¯], (sx¯)) = oρ(1). (6)
Пусть l — прямая, проходящая через точку x¯ и параллельная (ix). Отразим отрезок [T x¯] относи-
тельно l. Пусть T ′ — образ точки T при этом отображении. Тогда |T ′x¯| = ε и
|Sx¯|+ |T x¯| = |Sx¯|+ |T ′x¯| = 2ε.
В то же время по теореме косинусов для ∆Sx¯T ′
|ST ′|2 = |Sx¯|2 + |x¯T ′|2 − 2|Sx¯||x¯T ′| cos∠Sx¯T ′ = 2ε2(1− cos(η + oρ(1))),
поскольку
∠Sx¯T ′ = pi + ∠((T x¯], (ix))− ∠((ix), (Sx¯]),
то есть ввиду (6)
∠Sx¯T ′ = pi+∠((tx¯], (ix))−∠((ix), (sx¯])+oρ(1) = pi+∠((tx¯], (ix))−∠((ix), (sx¯])+oρ(1) = pi = η+oρ(1).
Таким образом, при достаточно малом ρ,
|Sx¯|+ |T ′x¯| − |ST ′| > c2ε,
где c2 > 0 — константа, зависящая только от η.
Пусть теперь точка d := [ST ′] ∩ l. Тогда ∠((Sd], (ix)) = ∠((ix), (T ′d]) и
(|Sx¯|+ |T x¯|)− (|Sd|+ |dT |) = 2ε− |ST ′| > c2ε.
Ввиду Леммы 3.14 для w = d найдется связное множество S 3 d такое, что H1(S) < c2/2ε,
а FM (Σ \ Bε(x¯) ∪ S) ≤ FM (Σ). Тогда связное множество Σ \ ([Sx¯] ∪ [T x¯]) ∪ S ∪ [sd] ∪ [td] при
достаточно малом ρ будет лучше Σ, поскольку имеет не большую энергию и строго меньшую
длину. Полученное противоречие с оптимальностью Σ завершает доказательство пункта.
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Следствие 3.18. В ввиду леммы 3.3 верно ∠sx¯t ≥ 2pi3 и
∠((sx¯], (ix)) = ∠((ix), (tx¯]) + oρ(1) ≤ pi
6
+ oρ(1).
1. Теперь докажем, что порядок ord x¯Σ = 1 влечет x¯ ∈ XΣ. Предположим противное: пусть x¯ ∈
EΣ ∩Bρ(x) \ x.
Ввиду Леммы 3.16 достаточно разобрать только следующие случаи:
(а) Случай ordball x¯Σ = 2. Пусть {εl} – убывающая к нулю последовательность таких чисел, что
](∂Bεl(x¯) ∩ Σ) = 2, а ε1 < min(ρ, ρ− |x¯x|). Обозначим sl, tl := ∂Bεl(x¯) ∩ Σ.
Как было показано в п. (B), верно ∠((slx¯), (ix)) ≤ pi/3 + oρ(1) и ∠((tlx¯), (ix)) ≤ pi/3 + oρ(1).
Тогда ввиду единичного порядка ord x¯(Σ) = 1, существует также сходящаяся к x¯ последова-
тельность точек {ul} таких, что
∠ ((ulx¯), (ix)) =
pi
2
.
Противоречие с п. (B).
(б) Случай ordball x¯Σ = 1.
Пусть εl > 0 — последовательность стремящихся к нулю чисел таких, что ](∂Bεl(x¯)∩Σ) = 1,
а sl := ∂Bεl(x¯) ∩ Σ. Тогда ввиду (A) (slx¯) почти перпендикулярно (ix):∣∣∣∠ ((slx¯), (ix))− pi
2
∣∣∣ = oρ(1). (7)
Заметим теперь, что для каждого εl верно
H1(Bεl(x¯) ∩ Σ) = εl + oρ(1)ε. (8)
Формула (8) верна ввиду Леммы 3.14: в противном случае можно было бы заменить Σ на
связное множество Σ\Bεl(x¯)∪ [x¯sl]∪S, где S определено в Лемме 3.14 при w = x¯, и получить
противоречие с оптимальностью Σ.
Можно считать, что
H1(Bεl(x¯) ∩ Σ) < εl
(
1 +
1
18
)
. (9)
Теперь заметим, что тогда
εl
εl+1
≤ 18
17
. (10)
Пусть не так, тогда найдется εl такое, что ](∂Bεl(x¯) ∩ Σ) ≥ 2 для каждого ε ∈ [ 17εl18 , εl[. Но
тогда, ввиду неравенства коплощади
H1 (Σ ∩Bεl(x¯)) ≥ H1
(
Σ ∩B 17εl
18
(x¯)
)
+H1
(
Σ ∩Bεl(x¯) \B 17εl
18
(x¯)
)
≥ εl
(
1 +
1
18
)
,
что противоречит (9). Заметим, что поскольку x¯ имеет ребро, которое, ввиду Следствия 3.15
oρ(1)-почти параллельно (ix), существует последовательность энергетических точек {xl},
сходящихся к x¯ таких, что ∠((xlx¯], (ix]) = oρ(1) + o|xlx¯|(1). Ввиду наличия у x¯ ребра, су-
ществования последовательности {sl} и единичного порядка ord x¯(Σ) = 1 существует также
сходящаяся к x¯ последовательность точек {ul} ⊂ Σ таких, что ∠ ((ulx¯), (ix)) = pi4 .
Рассмотрим произвольную точку um из этой последовательности. Выберем такой номер l,
что
0 < εl − |x¯um| ≤ 1
18
εl. (11)
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Такое εl существует ввиду формулы (10). Заметим также, что ввиду (7) выполняется
](∂B|x¯um|(x¯) ∩ Σ) ≥ 2.
Можно также считать, что для произвольного δ ∈ [|x¯um|, εl[ выполняется ](∂Bδ(x¯)∩Σ) ≥ 2.
Кроме того, пусть
k := max
s∈Σ∩Bεl :](Σ∩|sx¯|(x¯))
∠ixs,
тогда |k − pi/2| = oρ(1). Тогда K := Λ((ix), k) — область возможного расположения точек sl.
Пусть Q — псевдоконус или объединение двух псевдоконусов с вершиной в x¯, содержащих
все энергетические точки Bεl(x¯), тогда
d := dist (um, Q ∪K) ≥
√
2
2
|x¯um| − oρ(1)ε > 17
36
εl, (12)
где последнее неравенство верно ввиду (11). Ясно, что, ввиду единичного порядка x¯ и опреде-
ления компоненты связности q, выполняется H1(q) ≥ 2d. В таком случае, ввиду неравенства
коплощади для Σ \ q, верно
H1(Σ ∩Bεl(x¯)) ≥ H(Σ ∩Bεl(x¯) \ q) +H1(q) ≥ εl + 2d ≥ εl(1 +
17
18
).
Полученное противоречие с (9) завершает доказательство пункта 1 леммы.
2. Пусть ord x¯Σ = 2 и x¯ ∈ XΣ, и для некоторого ε > 0 выполняется Σ ∩Bε(x¯) = [sx¯] unionsq [tx¯].
Утверждение сразу следует из пункта (C).
3. Ввиду Леммы 2.15 пп 4 и 3 существует Q — псевдоконус или объединение двух псевдоконусов
таких, что GΣ∩Bε0(x¯) ⊂ Q для достаточно малого ε0. При этом ввиду следствия 3.15 оси псевдо-
конусов почти параллельны (ix). Если хотя бы одно из двух ребер x¯ направлено в две стороны,
пункт тривиален ввиду Замечания 2.14. Аналогично пункт тривиален, если ребра направлены
в разные стороны, то есть для достаточно малого ε0 > 0 точки M , соответствующие энергети-
ческим точкам из множества Bε0(x¯) \ x¯ располагаются в обеих частях плоскости, разделенной
энергетическими ребрами x¯. Таким образом, можно считать, что каждое ребро направлено в од-
ну сторону и что один из двух углов между энергетическими ребрами не содержит точек M ,
соответствующих энергетическим точкам из Q. Будем называть этот угол внутренним. Нетрудно
заметить, что ввиду п. 3 Замечания 2.9 величина этого угла не превосходит pi.
Пусть (q1x¯] — луч, лежащий во внутреннем угле и не совпадающий ни с одним энергетическим
ребром x¯. Тогда, ввиду определения псевдоконуса найдется такое ε1 > 0, что (q1x¯]∩Q∩Bε1(x¯) =
∅. Поскольку ввиду пункта 1 доказываемой леммы, замечания 2.3 и леммы 3.16, выполняется
ord x¯Σ = ordball x¯Σ = 2, потребуем, чтобы ε1 > 0 удовлетворяло условию ](Σ ∩ ∂Bε1(x¯)) = 2.
Покажем, что тогда найдется такое ε2 > 0, что
Bε¯2(x¯) ∩ (qx¯] ∩ Σ = Bε¯2(x¯) ∩ (qx¯],
либо найдется такое ε2 > 0, что
Bε¯2(x¯) ∩ (qx¯] ∩ Σ = x¯.
Пусть не реализовался ни один из двух случаев. Тогда, в частности, множество Σ ∩ Bε1(x¯) ∩
(qx¯] содержит бесконечное число точек. Кроме того, любая точка из множества Σ ∩ Bε1(x¯) ∩
(qx¯] не энергетическая и, значит, является центром отрезка или правильной треноги. Пусть L1
обозначает ту часть внутреннего угла, которая ограничена (q1x¯], ∂Bε1(x¯) и перпендикуляром к
(ix), проходящим через x¯ (положим для начала, что луч (q1x¯] не перпендикулярен (ix)). Будем
полагать L1 открытым множеством. Тогда S := L1 ∩ Σ является штейнеровским лесом, причем
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все концевые вершины S, число которых бесконечно, за исключением не более чем трех точек,
принадлежащих ∂Bε1(x¯) ∪ {x}, лежат на (qx¯] или на перпендикуляре. Тогда ввиду Леммы 1.7
число концевых точек леса ∂S, принадлежащих перпендикуляру, бесконечно. а значит найдется
сходящаяся к x¯ бесконечная последовательность точек {ul} таких, что ∠((ul, x¯)(ix)) = pi/2 для
каждого номера l. Однако существование такой последовательности противоречит пункту (B).
Таким образом, существует такое ε1, что Σ∩(q1x¯]∩Bε1(x¯) равно {x¯} или совпадает с (q1x¯]∩Bε1(x¯).
Будем также считать, что ](∂Bε1(x¯) ∩ Σ) = 2 и Q ∩Bε1(x¯) ∩ (q1x¯] = ∅.
Пусть (mx¯] — энергетическое ребро x¯. Выберем такие строго убывающие к нулю последователь-
ности {ε¯i} и {γi}, что
• Q ∩Bε¯i(x¯) содержится внутри угла с биссектрисой (mx¯] и раствором 2γi;
• границы угла с биссектрисой (mx¯] и раствором 2γi, при пересечении с множеством Σ ∩
∩Bε¯i+1(x¯), совпадают с {x¯}, либо с радиусом Bε¯i+1(x¯).
Положим γ1 ≤ pi/12, ε¯1 := ε1. Если при каком-то номере (ввиду леммы 3.3 не более чем при
одном) реализовался случай совпадения с радиусом, обозначим этот номер за j. В противном
случае положим j = 0.
Определим псевдоконус
Q1 := Q
m,x¯
εj+1
:=
∞⋃
i=j+1
(
Q(m,x, γi, εi) \Bεi+1(x¯)
)
.
Если x¯ обладает двумя энергетическими ребрами, то аналогично определим псевдоконус Q2 со
вторым энергетическим ребром в качестве оси.
Таким образом произвольная компонента связности Σ∩Bε1(x¯)\{x} либо находится внутри псевдо-
конуса Q1 или Q2, либо находится вне псевдоконуса Q. Поскольку x¯ имеет энергетическое ребро,
хотя бы одна из двух компонент содержится внутри псевдоконуса. Тогда она имеет касательную
в точке x¯(причем данная касательная ρ−почти параллельна (ix]), а значит к ней применима
лемма 3.3. Если вторая компонента связности не содержится в псевдоконусе, то она является от-
резком (поскольку имеет не более двух концевых точек: точку {x¯} и точку на ∂Bε1(x¯)). В обоих
случаях вторая компонента связности имеет в точке x¯ касательную. Таким образом ко второй
компоненте связности применим пункт (C) доказываемой леммы. Утверждение пункта доказано.
Докажем следующее техническое утверждение:
Утверждение 3.19. Для произвольного x ∈ EΣ и c¯ > 0 найдется такое ρ > 0, что если Σ ∩ Bρ(x)
содержит ломаную L1−L2−L3−L4−L5, узлы которой являются энергетическими точками ребра
(ix], то ∠((LiLi+1), (ix) ≤ c¯ для i = 1, . . . , 4.
Доказательство. Предположим противное, то есть (ввиду Леммы 3.8 п. 2 для c = c¯/10) что для
сколь угодно малого ρ > 0 существует такая ломаная L1 − L2 − L3 − L4 − L5 ⊂ Σ ∩ Bρ, что все углы
∠((LiLi+1), (ix)) > c¯/2 при i = 1, 2, 3, 4. Будем считать (ix) осью абсцисс, а c¯ достаточно малым. Не
умаляя общности, точкам L1, L3, L5 соответствуют верхние точки множества M , а точкам L2, L4 —
нижние: ввиду пункта 3 доказательства Леммы 3.14 и неравенства ∠Li−1LiLi+1 ≤ pi− c¯, i = 2, 3, 4 двум
подряд идущим точкам не могут соответствовать одновременно верхние или нижние точки. Заметим
теперь, что отношения между отрезками ломаной линейные (то есть отношение оценивается сверху и
снизу константой, зависящей от c¯), и замена ломаной на отрезки L1 − L2 − L4 − L5 уменьшит длину
на величину, линейно зависящую от [L1L2]: поскольку L3 /∈ Br(y(L1)) выполняется
|Pr(y(L1)L1)[L2L3]| < |Pr(y(L1)L1)[L1L2]|+ o(|L1L3|).
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Поскольку
|∠(y(L1)L1), (ix])− pi/2| = oρ(1)
выполняется
|L2L3|y < |L1L2|y + o(|L1L2|+ |L2L3|),
где | · |y означает длину проекции на прямую, перпендикулярную (ix). Тогда
|L2L3| sin c¯
2
< |L1L2|+ o(|L1L2|+ |L2L3|),
то есть
|L2L3| < 1
sin c¯2
|L1L2|+ o(|L1L2|+ |L2L3|).
Аналогично, поскольку L3 /∈ Br(y(L1)) и |∠(y(L3)L3), (ix])− pi/2| = oρ(1) выполняется
[L2L1] <
1
sin c¯2
|L3L2|+ o(|L1L2|+ |L2L3|).
В таком случае
sin
c¯
2
− o(|L1L2|+ |L2L3|)|L3L2| ≤
|L2L3|
|L1L2| ≤
1
sin c¯2
+
o(|L1L2|+ |L2L3|)
|L1L2| ,
а значит, для достаточно малого ρ верно
c¯
3
< sin
c¯
2
−
o(|L2L3|(1 + 1sin c¯2 |L1L2|+ oρ(1)))
|L3L2| ≤
|L2L3|
|L1L2| ≤
1
sin c¯2
+
o(|L1L2|(1 + 1sin c¯2 + oρ(1)))
|L1L2| <
3
c¯
.
Аналогично и для остальных Li.
Замена ломаной L1 −L2 −L3 −L4 −L5 на L1 −L2 −L4 −L5 уменьшит ее длину не меньше, чем на
величину, линейно зависящую от |L1L2|, поскольку ∠L2L3L4 ≤ pi − c¯ (а значит cos∠L2L3L4 ≥ − cos c¯):
|L2L3|+ |L3L4| − |L2L4| = (|L2L3|+ |L3L4|)
2 − |L2L4|2
|L2L3|+ |L3L4|+ |L2L4| >
>
2|L2L3||L3L4|(1 + cos∠L2L3L4)
2(|L2L3|+ |L3L4|) ≥
|L3L4|(1− cos c¯)(
1 + |L3L4||L2L3|
) ≥ ( c¯3 )3
(1 + 3c¯ )
|L1L2|.
Тогда множество Σ \ ([L2L3] ∪ [L3L4]) ∪ [L2L4] ∪ S[L1L5] лучше Σ: является связным (поскольку все
внутренние точки исходной ломаной — степени два), обладает меньшей длиной и не большей энергией.
Противоречие с оптимальностью Σ (см. рис 9).
Лемма 3.20. Пусть x ∈ EΣ и существует Qa,xε такой, что Qa,xε ∩Σ является дугой. Тогда для про-
извольного c > 0 найдется ε(c) > 0 такой, что все односторонние касательные к точкам множества
Qa,xε ∩Bε(c)(x) ∩ Σ имеют угол с прямой (ax), не больший 2c.
Доказательство. Предположим противное, то есть что существует последовательность точек, в кото-
рых односторонняя касательная имеет угол с (ix), больший 2c (не умаляя общности полагаем 2c ≤ pi/2).
Ввиду утверждения пункта 3 Леммы 3.8 это могут быть только точки из множестваXΣunionsqSΣ. Поскольку
точек ветвления нет, в точках SΣ направление касательной не меняется, то есть найдется сходящаяся
к x последовательность точек из XΣ таких, что хотя бы один из двух входящих в точку отрезков имеет
угол с (ix), больший 2c. Пусть L1 — такая точка, достаточно близкая к x (то есть L1 ∈ Bε(c)(x), где
ε(c) выбирается для c/5 как в Лемме 3.8 ρ выбирается для c). Ввиду утверждения пункта 2 Леммы 3.8
оба входящих в L1 отрезка имеют угол с (ix), больший 9/5c. Тогда отрезок, лежащий на пути из L1 в
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x обязательно заканчивается точкой L2 ∈ XΣ. Но отрезок, выходящий из L2 должен иметь угол с (ix),
больший 8/5c, и заканчиваться точкой L3 ∈ XΣ. Ясно, что таким образом для любого сколь угодно
малого ε¯ существует такая ломаная L1−L2−L3−L4−L5 ⊂ Σ∩Bε¯(x), что все углы ∠((LiLi+1), (ix)) > c
при i = 1, 2, 3, 4. Противоречие с утверждением 3.19.
Докажем Лемму 3.11.
Доказательство. Докажем первый пункт. Не умаляя общности, будем считать ρ2 удовлетворяющим
утверждению леммы 3.8 для c = pi100 и утверждению 3.20 для c =
1
20 . Кроме того, можно выбрать
ρ2 > 0 таким, чтобы
](Σ ∩Q ∩ ∂Bρ2(x)) = ordball x(Σ ∩Q) ≤ ordball x(Σ) ≤ 3.
Несложно понять, что ordball x(Σ ∩Q) = 1: в противном случае ввиду неравенства коплощади можно
было бы уменьшить длину Σ, заменив Σ∩Q на множество TQ, определенное в доказательстве Леммы 3.3
и обладающее длиной ρ2 + o(ρ2). При такой замене энергия не увеличится, а связность сохранится.
Таким образом, мы будем полагать ](∂Bρ2(x) ∩ Σ) = 1. Пусть Q1 := Q ∩Bρ2(x). Пусть z := ∂Q1 ∩ Σ.
Разберем два случая:
(А) Пусть ребро (ax] направлено в одну сторону. Будем считать (ax] отрицательной половиной оси
абсцисс. Тогда будем полагать ρ2 таким, чтобы все точки, соответствующие энергетическим точ-
кам Σ∩Q1 располагались в одной (не умаляя общности, будем называть её верхней) полуплоско-
сти. Посчитаем изменение направления касательной вдоль дуги ˘[zx]. Поскольку ввиду конечной
длины касательная есть почти во всех точках Σ, то будем воспринимать turn ( ˘[zx]) как верхний
предел (супремум) по всем последовательностям точек кривой:
turn ( ˘[zx]) = sup
n∈N,zt1≺···≺tnx
n∑
i=2
∠(ti, ti−1),
где ti означает луч касательной к кривой ˘[zti] ⊂ ˘[zx], а t1, . . . , tn — разбиение кривой ˘[zx] в
порядке, соответствующем параметризации, при которой z — начало кривой, а x — конец, такое,
что в каждой точке ti кривая ˘[zx] имеет касательную. В данном случае угол ∠(ti, ti−1) ∈ [−pi, pi[
между двумя лучами считается от луча ti к лучу ti−1, положительное направление — против
часовой стрелки.
Заметим, что ввиду условий на ρ1 верно
|turn ([zx])| ≤ 2pi.
Покажем, что на пути из z в x конечное число точек ветвления. Для этого рассмотрим произ-
вольную точку ветвления D2 на дуге ˘[zx]. Из точки D2 выходят три отрезка [D1D2], [D2D3] и
[D2C] с попарными углами 2pi/3, где, не умаляя общности, ломаная D1 − D2 − D3 — подмно-
жество пути из z в x. Заметим, что вклад в поворот ˘[zx] точки D2 составляет −pi/3, поскольку
угол ∠D1D2D3, посчитанный против часовой стрелки, составляет 2pi/3. Это так, поскольку путь,
начавшийся с отрезка [D2C] должен закончиться энергетической точкой, а значит должен идти
в верхнюю половину шара Bρ1(x). Аналогичное верно для произвольной точки ветвления внутри
пути из z в x. Из Леммы 3.8 и того, что ребро (ax] направлено вверх (и ввиду выбора ρ1) следует,
что угол направления касательной в энергетических точках на пути из z в x меняется по часовой
стрелке (на величину, не превосходящую pi/6 + 1/100), то есть вклад в turn неположительный.
(Строго говоря, в п 2 леммы 3.8 не сказано, что для энергетической точки x¯ ∈ XΣ точка s
встречается на пути из z в x раньше, чем точка t (в противном случае вклад точки x¯ в поворот
мог бы быть отрицательным). Однако в данной ситуации это так, поскольку в противном случае
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пустой шар Br(y(x¯)) и путь из z в x¯ делают невозможным существование в Σ∩Q1 пути из x¯ в x.
Аналогичным способом нужно действовать в ситуации x¯ ∈ EΣ).
В остальных точках ˘[zx] направление касательной не меняется. Таким образом на пути из z в
x конечное количество (не более 6) точек ветвления. А значит найдется такое положительное
ρ2 < ρ1, что ˘[zx] ∩Bρ2(x) не содержит точек ветвления. Потребуем также, чтобы
](∂Bρ2(x) ∩ Σ) = ordball x(Σ ∩Q) = 1.
В таком случае Σ ∩Bρ2(x) является дугой.
Замечание 3.21. Таким образом мы доказали, что точка x ∈ EΣ может быть пределом точек
ветвления только если у неё есть направленное в две стороны ребро.
(Б) Пусть ребро (ax] направлено в обе стороны.
Предположим, что Q∩Σ содержит бесконечное число точек ветвления. Тогда оно также содержит
бесконечное число концевых точек.
Несложно заметить, что поскольку ](∂Bρ2(x) ∩Σ) = 1, каждая точка ветвления на пути из z в x
соединена ребром с концевой точкой:
Предположим противное. В таком случае на пути из z в x найдется точка ветвления A, соединен-
ная с точкой ветвления B, не лежащей на пути из z в x. При этом хотя бы один из двух отрезков
Σ \ [AB], инцидентных B, не является перпендикулярным или параллельным (ax] с точностью
до pi/100, таким образом он неизбежно заканчивается точкой ветвления, из которой также ис-
ходит хотя бы один отрезок, который не является перпендикулярным или параллельным (ax] с
точностью до pi/100. И так далее. В таком случае найдется путь, начинающийся с этого отрезка и
никогда не заканчивающийся, причем направления отрезков одинаковой четности — одинаковые.
Несложно заметить, что предельная точка w этого пути должна принадлежать непрерывному
энергетическому множеству и лежать в шаре Bρ(x), а тогда, ввиду изложенного в пункте (А)
(см замечание 3.21), её энергетическое ребро должно быть направлено в две стороны. Однако в
таком случае, при достаточно малом ρ2 выполняется ∂Bxw(x)∩Σ∩Q1 = {w}, а это противоречит
существованию пути из z в x лежащего в Q1 и не содержащего w.
Получили противоречие с тем, что энергетическое ребро точки w направлено в две стороны).
Таким образом, ввиду п. 1 Леммы 3.8 в каждой точке ветвления на пути из z в x угол между
входящим в нее отрезком этого пути и прямой (ax) находится в промежутке [pi/6− pi/100, pi/6 +
pi/100]. Пусть D1 — точка ветвления на пути из z в x и пусть [D1D2] — максимальный отрезок на
пути Σ из D1 в x. Поскольку |∠(D1D2), (ax)− pi/6| < pi/100, точка D2 может быть только точкой
дискретного энергетического множества порядка 2 или точкой ветвления. Если точка D2 — точка
ветвления, то, аналогично, конец максимального отрезка [D2D3] может быть точкой дискретного
энергетического множества порядка 2 или точкой ветвления, а угол ∠((D2D3), (ax)) = pi/3 −
∠((D1D2), (ax)), то есть находится в промежутке [pi/6− pi/100, pi/6 + pi/100]. Если же D2 — точка
дискретного энергетического множества порядка 2, то ввиду п. 2 Леммы 3.8
∠((D2D3), (ix)) ∈ [∠((D1D2), (ix))− pi/100,∠((D1D2), (ix)) + pi/100] ⊂ [pi/6− pi/50, pi/6 + pi/50],
где [D2D3] — максимальный отрезок пути из D2 в x. Таким образом путь из D1 в x начинается с
ломаной. При этом угол между односторонней касательной и прямой (ix) в узлах ломаной либо
принадлежит промежутку [pi/6− pi/100, pi/6 + pi/100] (если узел был точкой ветвления), либо ме-
няется на величину, не превосходящую pi/100. Поскольку, ввиду утверждения 3.19, путь [sx] не
может содержать ломаную с пятью подряд узлами в энергетических точках, односторонние каса-
тельные в которых имеют угол с (ax), больший 1/10, среди первых пяти после D1 узлов ломаной
должна встретиться точка ветвления C. При этом поскольку все односторонние касательные к
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точкам пути между D1 и C имеют угол c (ax), больший pi/6 − pi/20 > pi/10, там не будет точек
из непрерывного энергетического множества.
Повторяя рассуждения для точки C в качестве D1, а затем итерируя, получаем путь σ, все
односторонние касательные вдоль которого имеют угол с (ax), больший 1/10. Пусть x¯ предельная
точка такого пути (x¯ принадлежит пути из z в x и может совпадать с x). Ясно, что ordball σx¯ = 1.
Выберем ρ0 > 0 таким, что
](σ ∩ ∂Bρ0(x0)) = 1.
Определим
z0 = z0(ρ0) := ∂Bρ0(x0) ∩ σ.
Пусть (a0x0] энергетическое ребро x0 ближайшее к энергетическим точкам σ ∩Bρ0(x0). Тогда
∠z0x0a0 = o1(ρ0)
и
H1(Pr(a0x0](σ ∩Bρ0(x0))) ≥ cos(∠z0x0a0)|z0x0|.
При этом ∠((ax], (a0x0]) = oρ2(1), а значит, при достаточно малом ρ2, все односторонние каса-
тельные к σ ∩Bρ0(x0) имеют угол с (a0x0], больший 1/20. Тогда
H1(σ ∩Bρ0(x0)) ≥
Pr(a0x0](σ ∩Bρ0(x0))
cos 110
≥ cos(∠z0x0a0)
cos 110
|z0x0| = cos(oρ0(1))
cos 110
ρ0.
С другой стороны, поскольку ребро (a0x0] направлено в обе стороны, выполняетсяH1(σ∩Bρ0(x0)) =
ρ0 + oρ0(1). Противоречие для достаточно малого ρ0.
Осталось доказать пункт 2. Не умаляя общности будем считать, что ребро (ax] направлено в одну
сторону, поскольку в противном случае применим пункт 1 (см замечание 3.21). Пусть ε > 0 такое, что
](∂Bε(x) ∩ Σ) = ordball xΣ ≤ 3. И пусть s ∈ ∂Bε(x) такая, что путь из s в x лежит в Bε(x).
Рассмотрим величину поворота пути: |turn (s˘x)| < 2pi. Аналогично рассуждениям в предыдущем
пункте заметим, что конечность величины поворота и наличие в компоненте связности энергетических
точек только одного ребра, причем направленного в одну сторону, влечет конечность числа точек
ветвления на пути из s в x. Таким образом можно выбрать ε > 0 таким, что s˘x не содержит точек
ветвления.
Тогда ввиду Леммы 2.17 s˘x содержится внутри некоторого псевдоконуса.
4 Остальные локальные свойства минимайзеров
Использованные в статье методы позволяют получить большое количество утверждений относительно
гладкости и локальной структуры Σ.
Теорема 4.1. Пусть Σ — минимайзер максимального расстояния для плоского компактного мно-
жества M . Тогда
1. в окрестности произвольной точки x ∈ Σ множество Σ совпадает с одной, двумя или тремя
дугами с концами в x, имеющими в x непрерывную касательную Также в каждой из точек
каждой из дуг есть односторонняя касательная, односторонние касательные непрерывно схо-
дятся к касательной к дуге в точке x. Каждая из дуг является графиком функции, имеющей
в точке x непрерывную производную (за абсциссу считаем касательную).
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2. в достаточно малой окрестности Bε(x) произвольной точки x ∈ Σ выполняется
ord xΣ · ε ≤ H1(Σ ∩Bε(x)) = ord xΣ · ε+ o(ε).
Заметим, что это уточняет константы регулярности по Альфорсу (см. свойства минимай-
зеров п. 1);
3. для произвольной точки x ∈ Σ выполняется ord xΣ = ordball xΣ;
4. множество Σ в окрестности произвольной x ∈ GΣ является графиком некоторой функции
Если точка x ∈ GΣ имеет два различных касательных луча, угол между которыми меньше
pi, то Σ локально нестрого выпукла в окрестности точки x (выпукла внутрь меньшего угла).
В таком случае соответствующая функция нестрого выпукла, то есть, в частности, почти
всюду имеет вторую производную;
5. если (содержащаяся в x) инъективная кривая с концом в точке x не является нестрого выпук-
лой в её окрестности, то
(a) если она имеет кривизну, то кривизна по модулю не превосходит 1/r (если соответству-
ющая данной кривой функция имеет в точке x вторую производную, то она по модулю не
превосходит 1/r);
(b) её односторонние касательные сходятся к односторонней касательной в точке x (соот-
ветствующая данной кривой функция имеет непрерывную первую производную в точке
x);
(c) если существует другая инъективная кривая с концом в x, то ее кривизна, в случае нали-
чия, по модулю не превосходит 1/r, а её односторонние касательные сходятся к односто-
ронней касательной в точке x. При этом односторонние касательные к обеим инъектив-
ным кривым образуют прямую (то есть, функция, соответствующая Σ, имеет непрерыв-
ную производную в x);
(d) в достаточно малой окрестности Bε(x) выполняется
ord xΣ · ε ≤ H1(Σ ∩Bε(x)) ≤ ord xΣ · ε+O(ε2).
Доказательство. Докажем пункт 1. Из доказательства Теоремы 3.2 следует, что каждая такая дуга
либо является отрезком, либо содержится в псевдоконусе с вершиной в x и энергетическим ребром
в качестве оси. В первом случае утверждение пункта очевидно, а во втором следует из леммы 3.20.
Покажем верность пункта 2. Множество Σ \ {x} имеет ord xΣ ≤ 3 компонент связности. Каждая из
компонент связности, ввиду Теоремы 3.2 имеет в точке x касательную, а значит ввиду замечания 3.4,
в достаточно малом шаре Bε(x) имеет длину ε+ o(ε).
Таким образом
H1(Σ ∩Bε(x)) = ord xΣε+ o(ε).
Неравенство H1(Σ ∩Bε(x)) напрямую следует из неравенства коплощади
Покажем верность пункта 3. Предположим противное, то есть, ввиду замечания 2.3, что ordball xΣ >
ord xΣ. В таком случае для достаточно малого ε
H1(Σ ∩Bε(x)) ≥ ordball xΣε ≥ (ord xΣ + 1)ε,
что противоречит утверждению пункта 2.
Докажем пункт 4. Утверждение интересно только для x ∈ EΣ. В таком случае хотя бы одна из
двух касательных является энергетическим ребром, при этом ребро направлено в одну сторону. Рас-
смотрим дугу s˘x, являющуюся замыканием компоненты связности Σ ∩ Bε(x) \ {x} для достаточно
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малого ε, для которой данное энергетическое ребро является касательной в точке x. Не умаляя общ-
ности, будем полагать это ребро совпадающим с отрицательной частью оси абсцисс и будем полагать
его направленным вверх. Будем также полагать, что для всех энергетических точек, принадлежащих
s˘x, соответствующие им точки находятся в верхней полуплоскости (это возможно ввиду показанного
в лемме 3.14). В таком случае не существует двух точек z1, z2 ∈ ˘]sx[ таких, что поддуга s˘x, их со-
единяющая, находится ниже соединяющего их отрезка: в противном случае замена дуги на отрезок
уменьшило бы длину, без ущерба для связности и энергии. Несложно заметить, что данное свойство
влечет нестрогую выпуклость вверх дуги s˘x. Также мы показали, что s˘x можно рассматривать как
график нестрого выпуклой функции.
Перейдем к пункту 5: как было показано выше точка x должна принадлежать множеству EΣ,
причем иметь энергетическое ребро, направленное в две стороны. В таком случае найдутся такие
точки y1, y2, что прямая (y1y2) перпендикулярна энергетическому ребру,
|y1x| = r = |xy2|
и
Br(y1) ∩ Σ = ∅ = Br(y2) ∩ Σ.
Отсюда тривиально следуют все утверждения пункта.
На самом деле, мы доказали даже более сильный результат, поскольку в доказательствах Теорем 3.2
и 4.1 использовались только локальные аргументы, и поэтому его можно провести и для определенного
ниже локального минимайзера.
Определение 4.2. Для заданного компактного множества M ⊂ R2 и числа r > 0 локальным ми-
нимайзером функционала максимального расстояния будем называть такое связное замкнутое мно-
жество Σ ⊂ R2, что FM (Σ) ≤ r и существует такое ε > 0, что для произвольного замкнутого
связного Σ′ такого, что FM (Σ′) ≤ r и diam Σ4Σ′ < ε выполняется H1(Σ) ≤ H1(Σ′).
Теорема 4.3. Пусть Σ — локальный минимайзер максимального расстояния. Тогда выполняются
все утверждения Теорем 3.2 и 4.1.
Поговорим о том, как получать иные утверждения о локальном поведении Σ. Оно интересует нас
только в окрестностях точек из множества EΣ. Ясно, что точки EΣ бывают следующих типов:
(i) точки x ∈ EΣ такие, что не существует двух окружностей с центрами в y1, y2 таких, что |y1y2| = 2r
и Br(y1)∩Σ = ∅ = Br(y2)∩Σ. Тогда Σ в окрестности точки x (нестрого) выпукла. А значит, имеет
субградиент, а также почти всюду выпукла и являются графиком функции, которая почти всюду
имеет производную, которая монотонна;
(ii) точки x ∈ EΣ такие, что существуют две окружности с центрами в y1, y2, такие что |y1y2| = 2r и
Br(y1) ∩ Σ = ∅ = Br(y2) ∩ Σ. Тогда Σ является графиком функции, которая имеет непрерывную
производную в точке x. А если она имеет вторую производную, то та ограничена по модулю
величиной 1/r.
Если какая-то дуга минимайзера (c концом в x) целиком состоит из точек типа (i), то она наследу-
ет свойства некоторого подмножества множества M : утверждается, что множество M тогда должно
иметь кривую (или счетный набор кривых), полученную из данной дуги отступлением по внешней (ес-
ли считать дугу границей выпуклой фигуры) нормали на r во всех точках, где нормаль единственна
(то есть в почти всех точках дуги). В частности, если дуга была непрерывно дифференцируемой, то ей
соответствует дуга множества M . Причем данная дуга Σ тогда должна быть дважды дифференцируе-
мой, соответствующая ей дуга множества M также должна быть дважды дифференцируемой, причем
её вторая производная должна не превосходить 1/r. Если она строго меньше 1/r, то есть минималь-
ный радиус кривизны дуги M больше r, то тогда минимальный радиус кривизны дуги Σ в точности
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равен разности между минимальным радиусом кривизны дуги M и числом r. Доказательство данного
факта мы приводить не будем, оно является достаточно очевидным следствием основного свойства
энергетических точек.
Если какая-то дуга целиком состоит из точек типа (ii), то она является непрерывно дифференци-
руемой. Тогда множество M содержит две дуги полученных из данной дуги Σ отступами по обеим
нормалям на r. Несложно заметить, что тогда исходная дуга является дважды дифференцируемой
и значит её вторая производная по модулю ограничена величиной 1/r. При этом радиусы кривизны
кривых M отличаются от её радиусов кривизны в каждой точке на r.
Таким образом, получается что точки всех видов обладают рядом полезных свойств, комбинируя
которые можно получать новые свойства Σ или отвечать на вопрос, может ли то или иное множество
быть минимайзером (отвечать отрицательно или конструктивно строить множество M , для которо-
го данное множество может быть минимайзером). В частности — графики элементарных функций,
поскольку они (кроме графиков константы) обязаны состоять только из точек типа (i) и (ii).
Пример 4.4. Может ли кривая, являющаяся графиком функции f(x) = x2 sin( 1x ) в окрестности
нуля быть минимайзером для некоторого множества M?
Доказательство. Заметим, что точка 0 — точка типа (ii). Но производная функции f не является
непрерывной в нуле и значит график данной функции не может быть минимайзером.
Пример 4.5. Может ли кривая, являющаяся графиком функции f(x) = x2 sin
(
1√
x
)
в окрестности
нуля быть минимайзером для некоторого множества M?
Доказательство. Заметим, что точка 0 — точка типа (ii). Теперь производная f непрерывна в нуле.
Поскольку для каждой точки x 6= 0 вторая производная существует, непрерывна и ее значение по
модулю стремится к бесконечности при приближении к нулю и, значит, можно считать, что она больше,
чем 1/r. Тогда каждая точка, кроме 0 может быть только типа (i). Но знак второй производной все
время меняется и, значит, существует стремящаяся к нулю последовательность точек, в которых кривая
меняет выпуклость. Ввиду отсутствия прямолинейных отрезков получили противоречие.
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Рис. 9: Отсутствие пяти энергетических точек степени два подряд (к утверждению 3.19).
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